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Operaciones con matrices

Recordemos que los elementos de una matriz tienen dos indices, el primero indica
nimero de fila, de arriba hacia abajo, el segundo indica columna, de izq. a
derecha. Cuando decimos el tamafio, como A € R™*"™ se usa la misma idea, m
aparece primero y es la cantidad de filas de A, y n su nimero de columnas. Todos
los elementos son a;; € R, i =1,2,---m, j=1,2,---n.

Ejemplos
-1 3

4 0| esunamatrizde 3 X 2.
1 -2

L o=
=]
o —

] es una matriz de 2 X 3.

6 —

es una matriz de 3 % 3 (cuadrada).

—_—— — —
oL —
[ R S Y

o o
o o
o o
(SIS

] es la matriz cero de 2 X 4.
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lgualdad de matrices

Para que dos matrices sean iguales todos sus elementos deben ser iguales, lo que
obliga a que se trate de matrices con el mismo tamaio.

EJEMPLO

Considere las cuatro matrices

N R N

Las matrices A y B no son iguales, ya que tienen diferente tamafio. De manera similar, B
y C tampoco lo son. Las matrices A y D son iguales si y sélo six = 3.
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Suma

Si A e R™*™ y B € R™*" se puede obtener la suma C = A + B donde

Cij = Aij + Bij por lo que C e Rm*n,

Como en definitiva se trabaja con los elementos (niimeros reales), la operacién
cumple la propiedad asociativa, y que A+ B = B+ A. Un ejemplo:

2 4 -6 7 01 6 -2 2 5 05
13 2 1|+ 2 3 4 3|=| 3 6 6 4
-4 3 -5 5 -2 1 4 4 -6 4 -1 9

Es facil ver que el neutro de la operacién es una matriz llena de ceros 0 € R™*",
entonces A + 0 = A.

0 0
Porej. | 0 0 | esla matriz cero de R3*2.
0 0

e La suma de matrices de diferente tamafio no esta definida.
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Multiplicacién escalar (por nimeros)

Una matriz se puede multiplicar por un nimero, o escalar:

elementos son todos multiplicados por ese mismo escalar.

Por ejemplo: si

A=(5%1)=34A=(%

Un ejemplo que realiza una combinacién
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2a—3b=2

+(=3)

W o= O
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3
12

)

« € R, entonces los

. Calcule 2a — 3b.
6 14
12 —12 0
= + =
2 9 11
6 0 6
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Propiedades de la suma y producto por nimero (escalar)

Aplicaremos en las guias practicas,

Sean A, By C tres matrices de m X n y sean a y 3 dos escalares. Entonces:

i) A+0=4

ii) 04=0

iii)4A+B=B+ 4 (ley conmutativa para la suma de matrices)
ivV(A+B)+C=4A+(B+C) (ley asociativa para la suma de matrices)
V) a(A + B) = ad + aB (ley distributiva para la multiplicacion por un escalar)
vi) 14 = A

vii) (a + B)A = ad + BA
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Multiplicacién entre matrices

Una operacién muy (til, pero menos intuitiva:
SiA = [a] es una matriz de tamafio m X ny si B = [b;] es una matriz de tamaiio n
X p, entonces el producto AB es una matriz de tamafio m X p

AB = [C:}’]
donde
Gy = &E]ar'kbkj = anbu + “i:sz + aiBbJj +e ot ambnj‘

Prral=i=myl=j=p.

columnajde B
a |
a2, bﬂ bwz bu' blp
P llbw by o by by,

renglon ide A — | a, &, - a,
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. mxn nxp mxp
Por como se definié, no es posible multiplicar bob
matrices de tamaiio arbitrario. igual
tamano
de AB

Aplicacién en sistemas lineales de ecuaciones, ya vimos que con los tamafos
apropiados, A € R™*"; X € R*(R"*!), b € R™(R™*1) el sistema queda, en su
forma matricial A X = b, una multiplicacién de matrices.

La operacién de multiplicar matrices no es conmutativa.
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Cuentas, ejemplo:

. 2| (0080

[(1:3)+ @2 1)+ 4-2) = 13]

4 1 4 3 D *II:l
0 -1 3 : .
2 7 E

Este mismo caso, para los demds elementos

(1:'4)+(2-0)+(4-2)= 12
(1-H-2H+(4-7)= 27
(I-H)+2-3)+4-5= 30 12 27 30 13
24)+6-0)+(0-2)= 8 [ _|
RH=6-1H+O 7= —4
(2:3)+(6:1)+(0-2)= 12

Como A € R?*3 y B € R34, no se puede efectuar la multiplicacién BA.
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Propiedades del producto matricial

En lo que sigue entendemos que las operaciones mencionadas pueden efectuarse.

1) (AB) C = A (BC) asociatividad

2) (A+ B) C = AC + BC distributividad a derecha
P (Q + R) = PQ + PR distributivida a izquierda

3)(kA)B=k(AB)=A(kB) , kcR

4HYOA =0 y AO =0, siendo O la matriz nula
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Traspuesta de una matriz

La traspuesta de una matriz A € R™*", que indicamos como A7, es la matriz de
n X m que se obtiene a partir de A cambiando las filas por las columnas.

(AT)z'j = Aji
1 4
) 1 2 3
Ejemplo: A = entonces su transpuesta es AT = 2 5
4 5 6
3 6
Se cumple:
o (AT =4

o (AB)T = BT AT
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Matriz identidad

Dada una matriz A € R™*"™ cuadrada de tamafio n, se tiene una matriz I que es
el elemento neutro del producto:

100 0
010 0
I ={33Z] estoes Li=| 0 0 1 - 0
00 0 1

Entonces Al = A = A.

Comentario: una matriz cuadrada con A;; = 0 si ¢ # j se llama matriz diagonal.
La identidad es un caso particular de matriz diagonal. Cualquier matriz diagonal
es igual a su transpuesta.
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Cancelaciéon de factores

Ejemplo: Consideremos estas matrices de 2 x 2:

N
I
sy
I

Calcula los productos AB ; AC'y AD. Compar3d los resultados entre ellos.

Notemos que, por como se define el producto matricial,

No podemos cancelar matrices como con el producto de niimeros.

Esta igualdad entre matrices M N = M P no implica que N = P. En algiin caso
puede darse, pero NO es general.
En cambio al revés, si: N =P = MN = MP.

Ademas vimos que AD =0 pero A#0y D # 0. ‘
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Matrices cuadradas especiales

Algunos ejemplos

o 51 ={AeR¥3/a;; = aj;,1 <i,j <3} (matrices simétricas)
o S ={AeZ¥3/a;; = —aj;,1 <i,j <3} (matrices antisimétricas)
o S5 ={AeR"™/a;; =0,sii<j} (matrices triangulares inferiores)
0 Sy ={AeQ""/a;; =0,sii> j} (matrices triangulares superiores)
Sea V = R?*? y S el conjunto de matrices de 2 x 2 de traza nula:
a b 22
S={< )efR ,a+d=0}
c d
S puede ser también escrito como S = {( (CL _ba ) ,a,b,c € IR}.
°

En cambio otras no tienen un nombre en particular
S5 = {A € R3*3/A tiene alguna fila nula}
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Recordemos A € R™*™; B € R™*"; entonces el producto C = AB es C € R™*7;
donde

Cij = Z Ai By
k=1

Consideremos este ejemplo

GG =0is 2)=(0 %)
GGG )-(37)

iiSe observa que el orden de los factores si altera el producto!!
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Ecuaciones matriciales - ejemplo 2

En este caso se pide hallar todas las matrices A € R?*? tales que

-2 1 -2
A=A
2 -1 2 -1

Dado que la propiedad conmutativa no es valida cuando se trata de matrices,
miramos con cuidado: en este caso A es la incdgnita; y por ello sus 4 elementos.

Podriamos dejar los A;;, con 4, j = 1,2 (intenten) pero, serd mds practico
renombrar las incégnitas con cuatro letras a, b, c y d como nombres genéricos que
sugieren un orden.

A:
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Ahora escribamos ambos miembros de la ecuacién del ejercicio. Primero el
miembro izquierdo:

-2 1 B -2 1 a b —2a+c —2b+d
2 -1 2 -1 c d 2a — ¢ 2b—d

4 -2 1 a b -2 1 —2a+2b a—2»b

2 -1 c d 2 -1 —2c+2d c—d

Igualamos esos dos resultados para construir un sistema de ecuaciones. Tenemos
que
—2a+c¢ —2b+d —2a+2b a—>

20 — ¢ 2b—d —2c+2d c—d
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Las matrices deben ser iguales elemento a elemento, lo que permite encontrar
relaciones entre las incégnitas.

a
Escribamos la matriz asociada al sistema de 4 de ecuaciones, de incégnitas (Z)
d

—2a+4+c =-2a+2b 2b—c =0 0 2 -1 010
—2b4+d =a-»b a+b—d =0 1 1 0 —-11]0
= =
20 —c = —2c+2d 2a+c—2d =0 2 0 1 =210
26—d =c—d 2b—c =0 0 2 -1 00

Observamos que es un sistema homogéneo y que las filas 1 y 4 son idénticas, con
lo cual el sistema es compatible indeterminado, ya que con seguridad una de las
filas se lleva a ceros.
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Haciendo operaciones sobre las filas obtenemos la matriz ampliada equivalentre
que estd reducida y escalonada.

1/2 -
—1/2

0

0

o O O =
o O = O
o o o o

5t

—E

0
0
0
Despejamos las incégnitas de los 1 principales {
d.

a
b
y los parametros del conjunto solucién son cy Volcando lo que obtuvimos en la

matriz A, la solucién es

,ceR,deR

o
Q, Nl

Probar con algunas soluciones particulares y se terminé del ejercicio.
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Potencias de matrices cuadradas

Ejemplo sencillo

: 2 —1]
Para la matrizA = s
3 0

Ol | | R P e o I

Potencias de matrices

Mediante la multiplicacién repetida de una matriz se tienen sus potencias
naturales.

AF = AA... A
k veces

Por completitud de notacién, A% = I.

A~! =? no siempre existe.
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Matriz inversa

En R existe el inverso multiplicativo para todo nimero real distinto de cero. Dado
un ndmero real a distinto de cero, b es su inverso multiplicativo si y solo si a.b=1.
A continuacién definiremos el inverso multiplicativo para matrices cuadradas.

Sean 4 y B dos matrices de n X n. Suponga que
AB=BA=1

Entonces B se llama la inversa de 4 y se denota por A~". Entonces se tiene

AA™' = A4 =1

Si A tiene inversa, entonces se dice que A es invertible.

Una matriz inversible también se suele llamar no singular.
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Ejemplo

Demuestre que B es la inversa de A, donde

<[ 1y =]} D

SOLUCION

Usando la definicién de matriz inversa, puede ver que B es la inversa de A para demostrar
que AB = [ = BA, de la siguiente manera

w230 Zl-[E350 2200
S | e B e P
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Otro ejemplo

Determine la inversa de la matriz
5 = [ 1 4]
-1 =3l

Para determinar la inversa de A, resuelva la ecuacion matricial AX = [ para X.

[ | 4] |:.!c11 xu] B [1 0]
=1 =31lxy x4 0 1
[ X 4% Xt 4x22] _ [1 0]
=Xy —3xy —xp—3xy 0 1
Ahora, igualando los elementos correspondientes, obtiene los dos sistemas de ecuaciones
que se muestran
Xy tdx, =
—xy — 3x5, =0

X, T 4x,, =0
Xy T 3xp =1

=

—_—

-3 —4
=A"1l =
x=a-=[73 7]

Utilice la multiplicacién de matrices para verificar
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Metodologia

La generalizacion del método aplicado para resolver el ejemplo  proporciona un
procedimiento conveniente para encontrar la inversa. Primero observe que los dos siste-
mas de ecuaciones lineales

Xy tdxgy =1 Xy tdx, =0

—xp T 3y =0 —xp Ty =1

tienen la misma matriz de coeficientes. En lugar de resolver los dos sistemas representados por
[1 4 1] [ 1 4 q
-1 =3 of ¥ -1 -3
separadamente, puede hacerlo de manera simultinea, Usted puede hacer esto adjuntando
la matriz identidad a la matriz de coeficientes para obtener

[1 4 1 0]
=] =5 0 1]

Aplicando la eliminacién de Gauss-Jordan a esta matriz, puede resolver ambos sistemas
con un sencillo proceso de eliminacién, como el siguiente

1 4 1 0

0 1 1 1] R,—R,+R,
[1 0 -3 —4] R—R, + (—4)R,
0 1 1 1

Aplicando la eliminacién de Gauss-Jordan a la matriz “doblemente aumentada” [A 1],
usted obtiene la matriz [I A™'].
[1 0 -3 —4]
0 1 1 1

[ 1 4 1 ()J
~1 —3 0 1
A d I At
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Ejemplo con matriz no inversible 3 x 3

Considerar la matriz

I 6
24
-1 2
16
0 -8
0 8
16
0 -8
0 0

A=

o o -

-2

"].

f=1

_—— 0 O = S S —

Se sumé —2 veces el primer
renglon al segundo y se sumé el

primer renglon al tercero.

Se sumo el
segundo renglén
al tercero.

Dado que en ¢l lado izquierdo se ha obtenido un renglén de ceros, se concluye que

A no es invertible,
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Determinacidon de la inversa de una matriz

por eliminacién de Gauss-Jordan

Un método para hallar la inversa de una matriz (cuadrada, e invertible) consiste
en ampliarla con la identidad y realizar Gauss-Jordan. Osea, se empieza con (A|I),
y se aplican operaciones elementales hasta finalizar con (I|A™1).

Por dltimo se verifica.

Si la reduccién de A conduce a alguna fila de ceros a la izquierda de la barra
vertical, entonces A no es inversible.
Esto es consecuencia del siguiente

Teorema
Dada A € R™*", son equivalentes:
@ A es inversible.

@ Ax = b tiene solucidn Unica, cualquiera sea b € R™.
@ A es equivalente por filas a I € R™*",

PROPIEDAD: Si A es una matriz no-singular, su inversa A~! es tinica para A.
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Ecuaciones matriciales - ejemplo 3

Hallar todas las matrices X € R3*3 tales que AX + B=BX + A

2 10 1 0 -1
A= -1 1 3 B=| 2 -2 1
0 2 2 1 -2 2

Mediante aritmética podemos reorganizar la ecuacidén de forma conveniente:

AX+B=BX+A=AX-BX=A-B

Por asociatividad del producto, entonces (A — B)X = A— B

Si llamamos C'= A — B tenemos CX = C.

Si supieramos que C es inversible, osea 3C !, multiplicando a derecha en ambos
miembros

clcx=c'c
IX=I=X=1I

Queda pendiente responder: jcomo podemos saber si una matriz es inversible?
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Apéndice: cosas sueltas

Otra propiedad de interés que verifica el producto. Dadas A y B matrices
inveribles, se verifica que
(AB)"'=Bta™!

Cuando hablamos de proposiciones equivalentes, quiere decir que todas son
verdaderas o todas son falsas simultdneamente. Simbdlicamente se utiliza entre
ellas =, o la flecha con dos puntas, < ya que son proposiciones que se implican
entre si.
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Aplicacién en informatica

Representacién digital de imagenes

Un Bitmap es un modo elemental para representar imagenes digitales como informacién en la
memoria de una computadora. Consiste, basicamente, en formar arreglos de elementos ordenados
de modos especificos. Para el caso tipico de imagenes 2D, se realiza un ordenamiento por filas de

elementos de matriz (pixels) asignando a cada uno un conjunto de valores por canales (r, g, b)
que determina el color en esa posicién de la imagen.

El procesamiento digital de imdgenes hace un uso intensivo de matrices, aunque
tengamos una interfaz grafica como ser photoshop.
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