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Transformaciones lineales

Las transformaciones lineales son una clase de funciones. Este tipo de funcién
tiene la particularidad de que su dominio V' y su codominio W son espacios
vectoriales. Ademas se pide que cumpla con ciertas condiciones que hacen a la
linealidad, asi que hay que mencionar a los escalares (o nimeros reales) y la suma
en cada uno de esos espacios.

Definicion
Sean V espacio y W espacios vectoriales, una transformacién lineal 7 : V. — W
entre ellos es una funcién que satisface:

0siviyve €V T(vi+ve)=T(v1)+T(v2)

esiveVyceR, T(ev) =cT(v)

Las transformaciones lineales desempefian un papel muy importante en Matemdtica,
Fisica, Ingenieria, procesamiento de imdgenes, y muchas otras areas de la ciencia.
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Esquema (conjuntos = espacios) y algunas propiedades que se desprenden de la
definicién:

v W
xe > o L(x)
ax+By e ® oL(x)+BL(Yy)
L:V—W

o La definicién se extiende facilmente para valer con cualquier suma y producto
por escalares, de modo que la transformacién lineal de una combinacién lineal

L(alz')'l + ag¥s + ... + anﬂ'n) = alL(’I_ﬁ) + a2L(172) + ...+ CLnL(Un)

Qo L(Ov) = Ow
Se resalté con un indice para diferenciar explicitamente los ceros de cada
espacio, normalmente no hace falta escribirlo.

oSif:V—>Wyg:W — U son ambas transformaciones lineales entonces la
composicién g o f:V — U es también una transformacién lineal
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Ejemplo 1 de transformacién lineal

Six =ume + a8y = (:rl) es un vector de R?, definimos, como primer ejemplo,
i)

v =an- (37)

L es una transformacion lineal, ya que

L{ax) = 3(ax)=a(3x) =al(x)
Lx+y) 3(x+y)=3x+3y=L(x)+ L(y)

verificindose que L(0) = 0. Geométricamente, L tiene el efecto de “dilatar” el vector
x, multiplicando su longitud por un factor 3 y conservando su direccién y sentido:

X2

L(x) =3x

X

Si el factor de escalado (3 en este caso) es mayor a 1 se tiene una dilatacién, si es un valor en (0, 1), es una contraccién.
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Ejemplo 2 de transformaciones lineales

Estos son mds faciles de visualizar en R? pero tienen su andlogo en R™. El eje con
respecto al cual se hacen las transformacién de reflexién y proyeccién, puede ser
cualquiera. En cambio la inversién cambia el signo de todas las componentes del
vector.

X

¥ )
X ! Inversién.
X2

1

X

»

L(x) Lx) =x1e1
L(x) =-x

Reflexion respecto del eje . Proyeccién ortogonal sobre el eje x.
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Linear transformation

. b— W
| 2

Scaling Reflection

Isotropic

Rotation (Uniform)
Scaling

Courtesy of Prof. Fredo Durand. Used with permission.

El esquema da una idea para imagenes, pero lo que resulta mas facil de recordar
es que todas las lineas rectas en el dominio se mapean mediante una

transformacién lineal a otras lineas rectas, mientras que el origen permanece fijo.

Algebra y Geometria analitica (UNRN) Unidad 5: Transformaciones lineales Mariana — 2024

7/44



Matriz de una transformacion lineal

Transformacién definida por una matriz A.
Dada una matriz A de m x n, se puede definir una transformacién lineal asociada
L:R" — R™ dada por

L(x)=Ax

Es facil ver que L cumple las propiedades de linealidad:

L(ox + By) Afax+ By)
aAx + Ay

= oL (x)+BL(y)

Por lo tanto, cualquier matriz A de m x n puede verse como asociada a una trans-
formacion lineal L : R — R™. Mas aun, toda transformaciéon lineal
L:R" — R™ es de la forma anterior (para alguna matriz A de m x n).
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Transformaciones y matrices en dimension finita
(dimV =n, dimW = m)

La transformacién lineal de una combinacién lineal de vectores cumple
T(alffl + a2172 + ...+ an@'n) = alT(Ul) + (J,QT(’Z_}E) + ...+ anT(Un)
lo que en fisica, se suele llamar principio de superposicion.

Si los vectores que estamos combinando forman una base B = {vy,va, -+, v}
para V, entonces, conociendo sus transformados

{T(vl)’T(VQ)v T 7T(Vn)}

tenemos toda la informacién para transformar cualquier vector v € V

Algebra y Geometria analitica (UNRN) Unidad 5: Transformaciones lineales Mariana — 2024 9/44



Matriz asociada a una transformacién lineal

Si coleccionamos en las columnas de una matriz A € R"*" los coordenadas de
T(v1),T(va), - ,T(vy) con respecto a una base B’ = {wy,ws,- -+, w,,} del
espacio W tendremos toda la informacién de la transformacién como para poder
aplicarla directamente sobre coeficientes, arreglados como columna.

T(vi1) = A11wy + Aosywa + - Apywy,  columna 1 de A
T(va) = Ajowy + Agowa + -+ - Ayaowy,  columna 2 de A

T(vn) = A1nwi1 + Aoywa + -+ - Ay Wy, columna n de A

Esquematicamente, usando las coordenadas a; de v se tiene

T(vi) T(va) - T(va) a T(v)
. ! =l
AgRmxn n

Algebra y Geometria analitica (UNRN) Unidad 5: Transformaciones lineales Mariana — 2024 10/ 44



o Es facil convencerse que entonces la imagen de la transformacion lineal es el
subespacio generado por las columnas de su matriz.

@ Si no hay informacién sobre alguna base en particular, se sobreentiende que
son bases candnicas.

Mads en general, informando las bases, tenemos
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Ejemplo, matriz de una transformacién lineal .
Veamos un ejemplo donde dominio y codominio son diferentes.

Ty
Sea L : R* — R? definida por L (x) =|
T+ 12
Se verifica facilmente que L es lineal (jprobar!) y que puede ser escrita también como

0 1\
Lx)=|1 0 (1)
1 1)\

La construccién de la matriz , como no menciona bases en particular, se ha hecho

0
con las bases estdndar o candnicas. T(e1) =T(1,0) = 1 |y
1
1
T(e2) =T(0,1)= | 0 |; las columnas de la matriz.
1
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Matrices de ejemplos previos

Las transformaciones con dominio y codominio R? que graficamos antes:
transformacion de reflexidn respecto al eje y, proyeccién sobre la direccién del eje
x, e inversion tienen respectivamente estas matrices

1 0 10 -1 0
(o ) m=(on) v=( )
Se reserva la letra I para la identidad, que seria la matriz de una transformacién

que no modifica al vector: I x = x.

A diferencia de las que comentamos en esta pagina, incluso si trabajamos en R2,
muchas veces las transformaciones lineales no cuentan con una interpretacién
geométrica.
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. 1
Ejem
] pT:]RZ—r]R2 se define como 7'(x) = [0 71“”} = {7)@}
. . 4 2 6
Encuentre las imdgenes bajo Tde u= Y= s yutv=] 0
Solucién
0 —1]|[4 -1 0 —1]f2 -3
S ) R SIS Oy HE
0 —1][6 -4
raeo=[7 %o][2]= 1)
Observe que T(u + v) es, desde luego, igual a T(w) + T(v). En la figura parece que T
hace girar u, v y u + v un dngulo de 90° en sentido contrario al de las manecillas del

reloj. De hecho, T transforma el paralelogramo completo determinado por uy v en otro
determinado por T(w) y T(v).

. x2 Efecto de la misma
)
y rotacién sobre un vector.
Ju+v) L(x)
T
T(w) ‘\ u+yv
.
Ve
X
T(v)® /2
.
u
——t—t— [t ——t—x xi

Algebra y Geometria analitica (UNRN) Unidad 5: Transformaciones lineales Mariana — 2024 14 /44



Subespacios relacionados a una transformacion lineal

Sea T : V — W una transformacién lineal.
Esquema como funcién

La imagen de T es el conjunto
Im(T)={weW/w=T(v), conv €V}
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Ejemplo

@ Supongamos que A es la matriz de una transformacién lineal T desde y
hacia R3, donde la transformacién multiplica por A.

2 6 4
A=1-3 2 5
-5 -4 1

Determine si @ = (1, —1,2) € Im(T).
En otras palabras j 3¢ tal que @ = T'(¢)?

. S . . : 0-10
Rta: Estudiamos (A|wW) y reduciendo la matriz del sistema llegamos a ( 1l (1))

oo

Como es incompatible, quiere decir que @ ¢ Im(T).
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Investiguemos el conjunto imagen, Im(T)

Mantenemos T': V — W.
Por un lado, como 0 = T'(0) se cumple 0 € Im(T).

Luego, elegimos en el conjunto I'm(T') dos vectores cualquiera W, Z y un escalar

ceR.
= T'(vy) para algiin v, € V

w e Im(T) w
zZe Im(T) 7, ) para un vector v, € V.

= 0

=Z7=T(

También es correcto Z € Im(T') = Fv, € Vtal queZ = T'(v3).
W+ cZ =T (vy) + cT(v;) =T (Vg + cvy)

y como V es espacio, vy, + cv, €V = W+ cZ € Im(T)

De esa forma se verifica que W + ¢z’ es también un vector de Im(T), con lo cual la
suma y el producto por escalares son operaciones cerradas en el conjunto Im(T).

La imagen de una transformacién lineal es
un subespacio de su codominio.
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Ejemplo pequeio

Al hacer esta multiplicacién matriz por vector

(%) (5)=(550 )= (%) (5)

estamos combinando los vectores columna de A, que en este caso, son LI, y que
podrian ser de una transformacién lineal T, que

i~ (L) v 1o-(1)

A su vez T(a,b) = aT'(i) + bT'(j)
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Otro subespacio relacionado a una transformacion lineal

Retomemos el esquema: con la notacién T': V. — W, se tiene V = dom(T).

v TN A— W @ Nucleo es el conjunto
Nu(T) ={v e V/T(v) =0}.

N Esto es todos los vectores que son
transformados o enviados al vector

X
X nulo.

Como 0 =T(0) se cumple 0 € Nu(T): El niicleo nunca es un conjunto vacio!
aunque puede pasar que solo contenga al vector cero. Es facil ver que cualquier
combinacién lineal de vectores del nicleo dd un nuevo vector del nicleo.

Nu(T) es un subespacio del dominio de 7.

En algunos textos se llama nulidad de la transformacién lineal a la dimensién de su
ntcleo.
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Ejemplo

@ Supongamos que A es la matriz de una transformacién lineal desde y hacia
R3, donde la transformacién multiplica por A.

2 6 4
A=1-3 2 5
-5 —4 1

Determine si @ = (1, —1,2) esta en el subespacio Nu(T).

Rta: Como Aw # 0 = @ ¢ Nu(A).
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Nucleo e Imagen y la matriz de una transformacién lineal

Si estamos trabajando con la matriz A asociada a una transformacién lineal Ty
buscamos hallar

a) el ndcleo, notar que estamos ante un sistema de ecuaciones lineales homogéneo.

b) la imagen: es el subespacio que generan las columnas de A. Para quedarnos
solo con las columnas que son LI (base de la imagen), nos ayudamos con la forma
reducida y escalonada de A:

rango(A)= dim (Im(T))

Advertimos que el rango dice cudntas pero no cuales de las columnas.
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Ejemplo: Nu(T) e Im(T) a partir de la matriz

Sea la matriz asociada a una transformacién lineal E : R* — R3.
01 2 0

E = 0 0 0 1

0 0 0 O

ya estd reducida y escalonada. Las ecuaciones para el niicleo que se obtienen de
esta matriz (ampliada con 0 € R?) son

{$2—|—2.’E3 =0

v =0 = Nu(E) = {(z1,-2z3,23,0), 1 € R,z3 € R}
——

Como (x1,—2x3,23,0) = 21(1,0,0,0) + 23(0,—2,1,0) y esos dos vectores son
LI, forman una base By, g = {(1,0,0,0), (0, -2,1,0)} = dim(Nu(E))=2.
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Ejemplo: continuacion

Vemos que rango(E)=2. ; Cuales dos columnas seria recomendable elegir para
posible base By,,(r)?

\ \
01 2 0 . .
00 0 1 ya que tienen los 1 principales
0 00O

serd facil ver que {(1,0,0),(0,1,0)} es un conjunto LI, ya que son dos de los
versores de la base canénica de R3. Como el dominio de E es R?, se verifica

dim(dom(E)) = dim(Nu(E)) +dim(Im(E))
4 = 2 + 2.

De hecho la Im(F) = {(1,0,0), (0,1,0)) es ficil de interpretar geométricamente,

es el plano z = 0.
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Posible problema del ejemplo

C.EJEMPLO Transformacion de un vector de produccion en un vector
de materia prima

Un fabricante elabora cuatro tipos de productos distintos, de los cuales cada uno requiere tres
tipos de materiales. Se identifican los cuatro productos como P, P,, P;y P,, y a los materiales
por R, R, ¥y R,. La tabla siguiente muestra el nimero de unidades de cada materia prima que
se requieren para fabricar una unidad de cada producto.

Productos necesarios para

producir una unidad
de cada producto

Nimero de PP PR
unidades I
de materia R 2 1 3 4 r 21 3 4
prima =| P2 = A=(4 2 2 1
R, 4 2 2 1 P= ) r=\n -
: ry 3312
R, 3 3 1 2 P4

Con otros nimeros, no equivale a E.
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Teorema de la dimensidn

El teorema de las dimensién establece una relacién aritmética sencilla entre la
dimensién del dominio y las dimensiones del niicleo y de la imagen de una
transformacién lineal F': V — W. Si los espacios en juego tienen dimensién finita
se cumple:

dim(dom(F")) = dim(Nu(F)) + dim(Im(F))
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Nomenclatura de transformaciones lineales

Asi como a las transformaciones lineales se les suele llamar operadores lineales, se usan
también estos términos para sus propiedades como funciones:
Definicién: Decimos que una transformacion lineal f:V — W es:

= monomorfismo si es inyectiva, esto es, si verifica f(v) = f(w) = v =w.
= epimorfismo si es suryectiva

= isomorfismo si es biyectiva, es decir, si es monomorfismo y epimorfismo.

F es inyectiva (monomorfimo) < Nu (F) = {0y}

F : V — W es sobreyectiva (epimorfismo) < Im (F) =W

Por supuesto, hay transformaciones lineales que no cumplen ninguna de estas
clasificaciones.
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Espacios vectoriales isomorfos

De las nomenclaturas presentadas, la mds importante es identificar una
transformacién lineal que es un isomorfismo f : V' — W entre dos espacios,
porque al poder establecer una transformacién uno a uno, es posible encontrar
una transformacién lineal INVERSA (con la misma idea que con funciones
inversas), osea tiene sentido f~!: W — V de modo que f~! o f sea la identidad.

@ Se dice que los espacios vectoriales V' y W son isomorfos si existe un
isomorfismo T : V — W.

o En dimensién finita, se tiene que dim(V') = dim (W) cuando los espacios son
isomorfos.

@ En ese caso, la matriz de T', en cualquier base, serd cuadrada e inversible.
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Ampliamos lo que sabiamos

Todo demostrable (teorema)

Dada A € R™*"™ son equivalentes:
@ A es inversible.
@ Ax = b tiene solucidn (nica, cualquiera sea b € R™.

@ En particular, Az = 0 tiene Ginicamente la solucién trivial. Luego, como
transformacién lineal , Nu(A) = {0}

@ A es equivalente por filas a I € R™*",

@ A corresponde a una transformacién lineal que es un isomorfismo.
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Ejemplo:

Plantear una transformacién lineal 7' : R? — R? tal que T'((2,1)) = (1,2) y
T((—1,0)) = (1,1). Dar una expresién para T'(z,y).

Notamos que la matriz asociada a la transformacién lineal es 2 x 2. Para hallarla,
sabemos cédmo opera T sobre los dos vectores que se dan en el enunciado, que como son
L.l. (una base de R?) nos permiten expresar los de la base canénica:

( 1 1
(0,1) =2(~1,0) + 1(2,1
) (

T((1,0)) = =T((-1,0)) = —(1,1) = (-1,-1)
Entonces {T((O, 1)) = 27((~1,0)) + T((2, 1)) = 2(1, 1) + (1,2) = (3,4)

Por lo que podemos construir la matriz de T en la base canénica,B., digamos que

se llama A:
(-1 3 _ z\ _ (—z+3y
A—( 1 4) = T(x’y)_A<y)_(—:z:+4y)

La imagen es: Im(T)=((—1,—1),(3,4)); y Nu(T)={0}.
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Cambio de base dimV < oo

Como sabemos: dado un espacio vectorial, existen muchas posibles bases para
elegir, ya que en un espacio vectorial de dimensién n, cualesquiera n vectores,
linealmente independientes, forman una base.

Podemos interpretar que un cambio de base es una transformacién lineal que es

un isomorfismo dentro del mismo espacio 7' : V — V.
Su matriz se llama de cambio de base o de transicién.
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Ejemplo, cambio de base por rotacién, en R?

Sea 6 € (0,27) un nimero real fijo. Consideremos los vectores unitarios

U1 = (cosf,sinf) y Uo = (—sin b, cosf) . Queremos saber si este conjunto
{1, U2} es una base de R.

La combinacién lineal nula a?; + bUs = 0 nos lleva a analizar esta matriz

cosf) —sinf
Agz < §inf cos 0 > idet(Ag):l.

Al ser Ag una matriz cuadrada con v
det (Ag) # 0 sus columnas son LI = el

conjunto By = {7, >} es una base de 0
R2. 0

Y

-]

Graficamente las bases tienen tienen
distintas orientaciones.
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Ejemplo

Si [v]p = (¢/,y') para hallar las
coordenadas del mismo en la base
candnica hacemos
Si conocemos la coordenadas de un ,
vector v en esa base By , la utilidad de [v]s, = As ( x/ >
Ay sera la transicidn, dar las Y
coordenadas en la base candnica sin

. como columna para poder multiplicar.
modificar* v. para p P

* Como al vector no lo modifica, el cambio de
base es la “transformacién identidad”. Toma las
coordenadas en una base y las devuelve en otra.

El resultado es
[V]g, = (2’ cos — 3/ sinf, 2’ sin @ + ¢’ cos ) = (z,y)

donde (z,y) tiene el significado usual.
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Rotacién en R?
Pensamos que cambia la base, no el vector
[V]s. = (z,y)

V], = (',9/)

(1)-+(2) ()-+C:)

Ap = ( cosf) —sin@ )

sin 6 cos

La particularidad de

es que el efecto contrario, o su inversa es simple de conseguir.

Al A cos(—0) —sin(—6) \ _ cosf sinf
0 5707 sin(—0)  cos(—0) )~ \ —sin® cosd |-
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Comprobando

cosf) siné cosf —sinb
Roolty = ( —sinf cos6@ ) ( sinf cos6 )
_ ( cos? 0 + sin? 0 cos B(—sin @) 4 sin # cos £ )

—sinf cosf + cos ) sin # sin 6 + cos? #

_ ((1) f):p
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Podemos obtener las férmulas trigonométricas clésicas para el coseno y el seno
de la suma de dngulos como consecuencia de la composicién de funciones y la multi-
plicacién de matrices. Es claro que si rotamos un dngulo 8 y despues un dngulo «,
habremos rotado un dngulo o + 3. Asi que

RoRg = Rayp -

Pero por otro lado, al multiplicar las matrices tenemos

RaRy = (cosoz —sina)(cosﬂ —sin,@)z

sin@ cosa sinf cosf

cosccos 8 —sinasinl — cosasinf — sin « cos )
sinacosf +cosasinf —sinasinf +cosacosf )’

Y por lo tanto

cos(a + 8)
sinfa + 8) = sinacosf+ cosasinf

cosacos 3 — sinasin

pues si dos matrices coinciden (Ry45 ¥ BoRp) lo hacen entrada por entrada.
Si primero se rota en un sentido y luego en otro, obtendremos

cos(a — )

sinf@ — ) = sinwcosf — cosasinf

cosacosf +sinasin §

Algo m3as de rotaciones y trigonometria
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Rotaciones en R?

Las siguientes matrices de rotacidn realizan rotaciones de vectores alrededor de los
ejes x, y, 6 z, en el espacio de tres dimensiones, en sentido antihorario alrededor
del eje, considerando un sistema de coordenadas con la regla de la mano derecha.

1 0 0
Rm(e): 0 cosf —send

0 senf cosd
/ cosfd 0 senﬂ\
RO=| o 1 o0
\ —send 0 cos@)
[cosf —senf 0\
R.(0) = | senf® cosf® 0

\ 0 0 1)
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Rotaciones en R?

Si la direccidén en torno a la cual se rota es arbitraria (no coincide con un eje),
comprender la composicién de transformaciones lineales serd importante

Satélite .
Satélite
MEO % LEO

Satélite
HEO

Y

Satélite
GEO
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Utilidad de la matriz cambio de base

Ejemplo en R?

Sean B, v By bases de R? tales que P = ((1) 13) es la matriz de cambio de base de B, a Bs.

a) Si [ulp, = (741 ) caleular [u]p,

Segun la propiedad de la matriz de cambio de base:

P.[ulp =[ulp, = [p, = (é _13) ) (741) N (—iZ)

;Podemos determinar cual es el vector u? No, porque no tenemos informacion sobre las bases.
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Notacién que ayuda a comprender las bases que intervienen
Figura: El mismo vector representado por dos

bases diferentes (flechas violetas y rojas).

Nuevamente, pensamos que cambia la base, no
el vector

[T)]B = (xayv Z)
[77]3’ = (x,,y,,zl)

x x
y | =Ules | ¥
z z
' x
v | =Ues| ¥y
2 z

La transicién es entre dos bases cualquiera. Se

cumple [I]BB' = [I]E’IB
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Caso particular de 7' : R" — R"

En este apartado nos interesa estudiar cudl es la relacién entre dos matrices
asociadas a una misma transformacién lineal, pero que estdn expresadas en bases
diferentes.

En adelante, cuando demos la matriz con mencién a una sola base, quiere decir

que toma las coordenadas en una base, transforma al vector, y da el resultado en
esa misma base.

i Como afecta un cambio de base a la matriz asociada a una transformacién lineal ?

[T = []p sl T]sl 115 &
A A * A A
Los
subindices
internos
son los
mismos

Los subindices
externos son los

Ref. Anton, p. 497 en la 5ta ed. | nismos
Unidad 5: Transformaciones lineales
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Ejemplo: otro cambio de base util

Considere la transformacién lineal T : R? — R2 dada por

T T\ _ xr1 + X9
T2 —2x1 + 4z
Halle la matriz de T en la base B’ = {uj,u}, donde uj = (1,1) y uy = (1,2).

1 1 .
_o 4 ) Pperoen la base prima

[T]p = ((2) g)

Esta matriz es mds simple porque las matrices diagonal poseen propiedades Utiles
que no cumplen las matrices mds en general.
Mds adelante aprenderemos cdmo se hace esto que se conoce como diagonalizacién de

En la base estandard es [T]p, = <

matrices.
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Semejanza

Definicién
Si Ay B son dos matrices cuadradas, se dice que B es semejante a A si existe
una matriz invertible P tal que B = P~1AP.

B es semejante a A si, y solo si, A es semejante a B.

Dos matrices que representan al mismo endomorfismo (7' : V' — V') en distintas
bases son semejantes.

Algunas propiedades, como el valor del determinante, son invariantes bajo
semejanza.
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Apéndice: volvemos a la matriz de rotacién en R?

Separemos la grafica que hemos mostrado antes.
A v Tenemos que el vector ¢ forma un angulo «

y v y respecto al eje x. Luego de aplicar [I]prp = A_g
, / graficamos en los nuevos ejes (rojos) el nuevo
< x> vector tiene asociado un dngulo o’ desde el eje
/!
x'.

Como vimos

V], = (z,y) = (2' cos @ — y' sin @, 2’ sin O + y cos 0)

Queremos convencernos del efecto de la rotacién. Por un lado ||v||? = 2% + 2.
V2 = (@ +y?)
= (xcosf+ysinh)? 4 (—xsind + ycosh)?
= 22cos? 0+ y2sin? 0 + 2y sin 6 cos 0 + 22 sin? 0 + y2 cos? O — 2xy sin 0 cos 0
= 22(cos? 0 + sin? 0) + y?(cos? 6 + sin?)
B T
Por lo tanto la longitud o norma del vector

no cambia al aplicar el cambio de base a B’'.
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Primero escribimos el transformado y luego reemplazamos que = = ||7]|cosa y
y = ||7]| sin @ que es la descomposicién usual. Ademds se usan identidades
trigonométricas.
[[v/[|cose’ =" = xcosf+ysinf
= ||U]| cos acos B + ||7]] sin asin @
= ||7]|(cos acos B + sin asin 6)
= ||7]| cos(a — )

= cosa’ = cos(a — )

Por otro lado B
[[/||sine =y = —wsinf+ ycosh

= —||v]| cosarsin® + ||7]| sin a cos

= ||7]|(— cos asin @ + sin « cos 0)

= ||9]| sin(c — 0)

= sino/ = sin(a — 0)

La dnica posibilidad, cuando coinciden tanto seno como coseno de un dngulo es
concluir que o' = a — 0. Finalmente, hemos comprobado que el cambio de
coordenadas entre B’ y B, devuelve un nuevo vector que mide lo mismo y se
encuentra a un angulo 6 del original.
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