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Introduccidn

Esta unidad se completa con el estudio de rectas y planos. Suponemos un manejo
de la aritmética basica de vectores en R? y R3

Una recta en R? se determina con un punto y la pendiente de la misma, por
ejemplo y = mx + b. Entonces b es la ordenada al origen, pues es el valor de y
cuando x = 0, y m la pendiente.

y
D La recta también puede pensarse como
/ como un conjunto de vectores de R2.
q X
< @y = (@me+)
moae =z(1,m) + (0,b)

y=mx+b
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La recta como conjunto

El conjunto

L:{F==xz(1,m)+ (0,b), con z € R}
es justamente la recta que conocemos reescrita de una forma que nos ayudara a
generalizar.

= El escalar « es el pardmetro del conjunto (recta) que puede llamarse con
cualquier otra letra.

= El| pardmetro aparece multiplicado por un vector que suele llamarse vector
director ya que brinda la direccién de la recta. Basados en el grafico anterior,
puede obtenerse conociendo dos puntos de la recta.

= lLuego aparece sumado un vector que es constante para el conjunto y que
traslada la recta completa para que pase por un punto fijo.
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Ecuacidén de la recta

Entonces la ecuacién vectorial para los puntos P de una recta es

ﬁ:a6+13().conaeR

Vemos que P — Py = Py P, es paralelo al vector direccién v, porque el efecto de
multiplicar por un néimero no cambia la direccién de un vector.
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Ecuacidon de la recta

La misma ecuacién determina una recta si los vectores en juego estdn en R3.
L:{P=ov+ P, conacR}

Esta idea sera (til para encontrar la ecuacién vectorial de una recta que pasa por
dos puntos dados.
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Ejemplo: recta por dos puntos

Supongamos que queremos encontrar la ecuacidn vectorial de una recta L que
contiene a los puntos A = (2,-1,0) y B = (5,1,—4).

Como director, el vector que une los puntos (no importa el sentido), puede ser
AB = (5,1,-4) — (2,-1,0) = (3,2, —4).

Al multiplicar por todos y cada uno de los valores reales, se recorre una recta,
pues se acorta o alarga e incluso cambia el sentido del vector director (no su
direccién). Solo falta trasladar (sumar) esta recta para que contenga a uno de los
puntos dados, por ejemplo A.

L:{P=(32—-4)t+(2,-1,0), cont € R}
Cuando ¢ = 0 se obtiene P = (2,—1,9) = A.

Cuando ¢ = 1 se tiene P = (5,1, —4) = B. Por lo tanto la recta cumple lo pedido.

Algebra y Geometria analitica (UNRN) Unidad 3, segunda parte Mariana — 2024 7/35



Otras formas de expresar una recta

Si al punto generico P de la recta anterior lo escribimos como sus coordenadas
(z,y,2), podemos de aqui

(z,y,2) = (3,2, —4)t + (2,—1,0)

obtener tres igualdades

r= 3t+2
L:< y= 2t—1 donde —oo <t < 0
z= —4t

que se denominan las ecuaciones paramétricas de la recta.
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En el mismo ejemplo, si despejamos el pardmetro ¢ de cada ecuacién e igualamos
(t determina un dnico punto de la recta)

r—2 y+1 -z

3 2 4

Por lo tanto otra forma de expresar una recta es a través de las ecuaciones
simétricas:

T—To _ Y—Yo _ Z—Z20
a b c

El vector director tiene las coordenadas (a, b, ¢). Al pasar de una expresién de la
recta a otra debe tenerse cuidado que no dividir por cero.
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Pertenencia

Un problema que puede ser de interés es saber si un punto pertenece a una recta.
Nuestro manejo de ecuaciones serd fundamental.

Ejemplo: si (z,y,2) = (3,2,1) + @ (4,-1,-1) con « € R es la ecuacién vectorial
de una recta r.

i(5,-3,1)er?

Veamos si existe algiin valor de a que verifique esta ecuacion vectorial:

(5,-3,1) = (3,2,1) + a(-4,-1,- 1)

3-4da =5
2-a =
l-aa=1

Este sistema es incompatible, asi que el punto no pertenece a la recta.
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Entre rectas

Ahora podemos aplicar la aritmética de vectores que aprendimos para encontrar
= interseccidn entre rectas
= angulos entre rectas

= plantear una que sea perpendicular a otra (sus vectores directores deberan
serlo)

= hallar la distancia entre un punto y una recta.

Interseccién entre rectas de R?

y y y

Solucion Unica Sin solucion Numero infinito de

soluciones

X X X
\ 0 0

Sin sorpresa, cada ecuacién: cte x + cte’ y = nro es una recta.
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Interseccién en R3

Para hallar la interseccién entre las rectas L1 = A(2,—2,—1) + (3,0,2) con A € R
y Ly =t(—2,1,2) + (2,1, —1), con t € R, hay que igualarlas, y trabajar con las
ecuaciones resultantes.

2A0+3 = -2t+2 2A+2t =-—1
=2\ =t+1 = 22—t =1 = Sistema lineal
“A+2 =2t-1 —A—2t =-3

El sistema es incompatible, y en consecuencia las rectas no se intersecan.

iSon paralelas entonces?
El producto de sus vectores directores (2, —2, —1) x (—2,1,2) # 0, no son rectas
paralelas.

En R? aparecen las llamadas rectas alabeadas: no se
cruzan pero tampoco es posible construir un plano que
las contenga, porque no son paralelas.
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Verdadero o Falso

La recta L que pasa por los puntos A = (—1, 2, 4) y B = (3, 0, —2) safisface:
a) Cada punto de L cumple (z,y,2) = (—1,2,4) +t(—4,2,6) paraunt € R
b) L={(z,y,2) = a(8,—4,—12) + (3,0, —2) con o € R}

(z—3) =y _ (+2)

c) Los puntos de L cumplen ~—— = 5= = ~—=

—4dx+10y—62 =0

d) L es el conjunto solucién del sistema lineal
r—y+z =1

Por dos puntos dados, pasa una tnica recta, tanto en R como R3.
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Lugares geométricos y grafica de ecuaciones.

En el estudio de la geometria analitica se nos presentan dos problemas basicos
que son inversos entre si:

= Dada una ecuacién, determinar el lugar geométrico que representa, es decir,
trazar la grafica correspondiente.

= Dado un lugar geométrico definido por determinadas condiciones, hallar su
ecuacién matematica.

La geometria analitica es la parte de las matematicas que establece una conexién
entre el dlgebra y la geometria euclidiana, y en la cual se estudian figuras referidas
a un sistema de coordenadas.
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Entre rectas

Resumen sobre las posiciones relativas:
En R?

= Coincidentes (distinta parametrizacién pero el mismo grafico).

= Se cruzan en un punto: oblicuas o perpendiculares segiin angulo.

= Son paralelas
Lo mismo en R? cuando sean coplanares, mas la posibilidad de ser

= Rectas alabeadas, L1 N Ly, = @ pero no hay un plano que las contenga.

Definicién
La distancia entre dos rectas se define como la menor (distancia) posible entre
todos sus puntos.
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Distancia a una recta

Aplica descomposicién ortogonal

Para hallar la distancia entre un punto % y una recta L de la que conocemos su
ecuacion vectorial y por ello, su vector director ¢, descomponemos con ayuda de la
proyeccién al vector u que une un punto de L con el que nos interesa.

Tenemos este esquema:

El vector w = u— "~ v es ortogonal av.

Iv?

llwll mide la distancia entre
el punto final del vector u
Yy la recta que tlene a
vV como vector director
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En R2

Encontrar una férmula para calcular la distancia D entre ¢l punto
Py(xq. ¥y ) ¥ latecta ax + by + ¢ = 0.
Y

\ o= |@50 -n|
N = P e e T
Qi n= @ b D ”pl’O)’n 0 0” n

A
desarrollo en libro de Anton pag.173

\ 2@ Poy(xg, yo)

-~
~'D ; D_]ax0+by0+c1
ax + by + ¢ = -

» \/m
N, X

\

Se refiere a la 5ta edicién del Anton.

Aunque dispongamos de una férmula como esa, es bueno entender y poder
razonar los dngulos entre vectores para encarar otro tipo de problemas.

Ej: Hallar el drea y perimetro para un poligono si las coordenadas de los vértices

son...
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Ejemplo: distancia a una recta

Dada L = {(1 = X\,1+ X, 3X), con A € R,
calcular la distancia entre L y el origen.

Identificamos un vector director ¥ = (—1,1,3). y
un punto* de la recta, por ejemplo A = (1,1,0).
Construimos @ = (1,1,0) el vector que une A
con el punto al cual deseamos medir la distancia
que es 0.

Esquematico

Aplicamos la descomposicién ortogonal para calcular un vector que nos permita
hallar la distancia

1,1,0 1,1,3
w=1u-— Proy,ﬁﬁ:(l,l,O)—( T )1 i 3)’”’ )(—1,1,3):>u7=(1,1,0)

La distancia que se desea calcular es entonces ||w@]| = ||(1,1,0)|| = V2

* Arbitrariamente elegimos evaluar la recta en A = 0 para obtener A. Probar con otro punto.
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Mismo ejemplo: distancia a una recta construyendo otra L

Dada L = {(1 — A\, 1+ X,3)), con XA € R, calcular la distancia entre L y el origen.

Otro enfoque:

Identificamos un vector director ¥ = (—1, 1, 3). Buscamos otro vector 7i que
cumpla 7 L ¥, osea (a,b,¢) - =—a+b+3c=0. Proponemosa=1,b=1y
queda entonces ¢ = 0. Una nueva recta R que pasa por el punto al cual deseamos
medir la distancia, 0, y es perpendicular a L seria

R = {iit +0 = (t,t,0),t € R}

Buscamos © = L. N R, punto de interseccién de estas rectas perpendiculares,
planteando el sistema

t=1-X
S:{ t=14N =t=1=F=(1,1,0) quecumple € Ly Z € R.
0=3X\
Por construccién la distancia que se desea calcular es ||# — 0|| = ||(1,1,0)|| = V2
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Mismo ejemplo: distancia a una recta usando analisis mat.

Dada L = {(1 — A, 1+ A,3)), con XA € R, calcular la distancia entre L y el origen.

Primero:
Para facilitar el célculo, convencernos que si una funcién f(z) > 0 toma el valor

minimo en x,, entonces f2(x) también serd minima en z,,.

Por regla de la cadena % = Qf%

2
Flem)=0= L1 Zof(@)f (@m) =0

dx .

La vuelta (<) también se cumple siempre que f(x,,) # 0.

La funcién distancia al cuadrado entre un punto de la recta y el origen es, para
esta recta,
d*(A) = (L =2+ (1+ )%+ (3N)? = 11A% + 2.

Anulando la derivada se encuentra que d? es minima en A = 0, y para ese valor,
d?(0) = 2, por lo que la distancia que se desea calcular es entonces d = /2.
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Ecuacién del plano

El problema de una recta de R? a la cual buscamos otra que sea perpendicular,
tiene infinitas soluciones que conforman un plano.

Es posible determinar un plano en el espacio tridimensional al dar su inclinacién y
especificar uno de sus puntos. Para describir la inclinacién es conveniente dar un
vector 77, al que llamamos vector normal y que es perpendicular al plano.

El plano consta de los puntos
P= (z,vy, ) tales que

=1l

Po

Esta se suele llamar la ecuacidn
normal del plano.
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Ecuacién del plano

De esta forma, P = (20, Y0, 20) es parte del plano. Si se tiene 77 = (a, b, ¢),
entonces la expresidn de arriba queda
a(r — o) +b(y —yo) +c(z—2)=0

Suele usarse una letra griega maylscula para nombrar un plano, por ejemplo II
(Pi). Llamando d = P, - 7,

‘a(zfxo)qu(yfyo)Jrc(z—zO):O<:>a:L'+by+cz:d

Esta dltima es la ecuacién implicita o cartesiana del plano.
Si por el contexto esta claro, simplemente: ecuacién del plano.
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Ecuacién del plano

Reciprocamente, en R? la solucién de una ecuacién lineal que sea
az + by + cz = constante es un plano cuya normal es 7 = (a, b, ¢).

Para dar una interpretacion geométrica es importante el contexto

Por ejemplo, el conjunto L = {(x,y)/2z — 6y = 1} es una recta L € R? con un
posible vector director (1, 2) y vector que ubica la recta (punto que pertenece)

(0, —1/6) .

Pero IT = {(x,y,2)/2x — 6y = 1} es un plano IT € R3 es un plano, con un posible
vector normal (2,—6,0) y un punto del plano, el (0, —1/6,5) donde la
coordenada z se eligié arbitrariamente.
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Otros ejemplos sencillos de planos

A estos se los suele también llamar “plano zy", “plano yz", “plano zz".

n (0,0,1)
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Ejemplo:
IT; : 2z + 4y = 9 es un plano de normal 77 = (2,4, 0).
II; : 62 4+ 12y = 0 es un plano de normal 72 = (6,12,0).

IT, pasa por el origen pues (0,0,0) satisface la ecuacién que lo define (es una

solucién particular).

Ademas, se puede ver que II; es paralelo a Il porque 17 es paralelo a 15 y
(0,0,0) ¢ II; por lo que son planos diferentes.

Si nos consultardn por la interseccién de estos planos, estariamos ante un sistema
incompatible de ecuaciones lineales en R?

=S5=0

20 +4y =9
6x + 12y =0

Un problema complementario es medir la distancia entre esos II; y Il
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Otros ejemplos de planos

Dos planos no paralelos: su interseccién es una recta
Dos planos no paralelos w1 : a1z + b1y +c1z+d1 =0y
my : asx + boy + 32 + dy = 0 determinan al cortarse una recta en R® que queda
expresada por el sistema de ecuaciones lineales:

{ ax+biy+cz+d; =0
ax® + bay+ ez +dr =0

2

2

\

\

r

N

Notar que ¥ es paralelo a i1 X 7g, y que de ser planos paralelos 71y x 773 = 0
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Otros ejemplos de planos

Del libro de Anton, la situacién con 3 planos, cuando se tiene sun sistema Az = b con
A € R3%3, Cada fila es la ecuacién de un plano.

€ 7 8 hi

Figura 2 | a) No existe solucion (3 planos paralelos). ) No existe solucion (2 planos paralelos).
¢} No existe solucion (3 planos sin interseccion comun). &) Infinidad de soluciones (3
planos coincidentes). e) Infinidad de soluciones (3 planos que se intersecan en una
recta). /) Una solucién (3 planos que se cortan en un punto). g) No existe solucion (2
planos coincidentes paralelos a un tercer plano). /) Infinidad de soluciones (2 planos
coincidentes que se intersecan con un tercer plano).
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Plano por 3 puntos

Dados tres puntos no aIineados,137 @ y R, podemos construir el plano II que los
contiene

z Calculamos un vector normal

N =PQ x PR

N =PQ x PR

Entonces conocemos (a,b,¢) = N para
la ecuacién del plano. Como el plano
debe contener al punto P (o cualquiera
de los 3) es posible obtener d y
completar la ecuacién:

x# ar +by+cz=d

Algebra y Geometria analitica (UNRN) Unidad 3, segunda parte Mariana — 2024 28/35



Ejemplo

Busquemos una ecuacién del plano que contiene a los puntos A, By C
A=(1,1,0); B=(2,3,0); C=(-1,-2,0)

Elegimos = AB=B — A= (1,2,0)yb=AC =C — A= (-2,-3,0).

Calculo del vector ortogonal a ambos a través del producto vectorial

214~
_3‘ k - (07071)

Con N y un punto fijo del plano podremos escribir la ecuacién del plano. Ese
punto lo podemos elegir como cualquiera de los puntos que da el enunciado.
Elijamos A4, y llamamos P = (z,y, 2)

N-P=N-A=(0,0,1)(x,y,2) =(0,0,1)- (1,1,0) = 2 =0

Este es el plano xy, que mantiene constante z = 0.
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Ecuacién vectorial del plano

Definicién
La ecuacién vectorial del plano escribe cada punto del mismo como una suma o
combinacion lineal de otros vectores. Esto es, se multiplica por escalares y se suma.

Por ejemplo, el conjunto
P={(5-1,0)+s(-1,1,3) +t(4,3,—1), cont € R,s € R}

El vector que aparece solo (sin multiplicar por los pardmetros), (5, —1,0) es un

punto fijo de este plano. Si no estuviera (5, —1,0) tendriamos un plano similar,
paralelo, que pasa por el origen

P,={s(-1,1,3) +t(4,3,—-1), cont € R,s € R}
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Distancia de un punto a un plano

Para hallar la distancia entre un punto P, y un plano II descomponemos con
ayuda de la proyeccién. Se busca primero el vector P; P, donde P; es un punto de
I1, y se proyecta en direccién de i = (a, b, ¢)

(xo,ymzo)

M d= HProynPlPoH
1 X Y2 1)
1

Se puede hallar (ej. pag 197 libro de Anton) que esta distancia es también

laxo + by, + czo +d|
N

donde la ecuacién del planoesaxz +by+cz+d =0, y el punto de interés es el
(70, Y0, 20)-

d:
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Alternativa, si el punto externo al plano es R, podemos construir una recta L de
director n = (a, b, ¢) que pase por R. Luego encontrar u = L NIl y la distancia
que buscamos es la que hay entre u y R, osea ||uR]|.

E @ < [
esta recta es
O r=(132 perpendicular al
plano
H 4
o P : PlanoPerpendicular((3, 0, 0), Vector((2, —1,4))) ° R

— % -y+4=6
o f: Recta(R, Vector((2, —1,4)))
— X=(132)+A(2-14)

u = Interseca(P, f} :
O 2 U
— (-0.71, 2.86, 2.57) P
R
1
a=|lu-R| N
— 065 .
+ Entrada...
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Interseccién recta N plano
Sean P: 2x—3y+z+1=0ylarectar: (z,y,2) =(0,1,3) + «(1,0,1) con
a€eR

i Coémo se busca la interseccidn entre la recta y el plano? Escribimos las
ecuaciones paramétricas de la recta y las reemplazamos en la ecuacién del plano.

=«
y=1
z=34+a«a

1
20 —3-1+B+a)+1=0 = a=—3

Reemplazando ese valor de « en la recta obtenemos el punto de interseccién:
118
roP={(313)}

;Existe una manera de anticipar si una recta es paralela a un
plano sin buscar la interseccién? ;Qué ocurre si la recta esta
incluida en el plano?
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Ejercicio para el hogar

Sea 7 el plano paralelo al eje y que pasa por (1,1,1)y(1,2,3),y

z-y =10
T
z+kz=2
Hallar, si es posible, el valor de k para que la recta r sea paralela a 7.

Si existe k, analizar sir C .

El tema es mds amplio, pero jhasta aca llegamos!
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Apéndice
Construyamos un plano con todas las combinaciones de estos vectores

z

Plot3D[(x-¥) /2, {x. 0. 3}. {v. 0, 411

TS S
T,
A0

r A=(2,2,0)

Si bien es correcto que con los dos vectores se tiene

P ={aA + 8B, a € R, § € R}, para graficar se obtuvo la ecuacién del plano y
se despejé z en funcidén de x e y. Se tuvo que elegir un intervalo de x y uno de y,
en cierta forma, encerramos una parte del plano en una caja con tamano fijo para

poder graficarlo.
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