INTRODUCCION
AL PENSAMIENTO
LOGICO-
MATEMATICO

Este apunte pensado para los ingresantes contiene
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presentando durante la carrera.
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MODULO: Introduccién al pensamiento l6gico-matemético

0. éPor qué estudiar Matematica?

Si bien todo estudiante universitario debe tener conocimientos basicos de matematica, existe una diferencia
en cuanto al alcance y utilizaciéon de estos, de acuerdo con la carrera elegida. En ingenieria el estudio de
matemadtica es de mucha ayuda para evitar las imprecisiones que las personas incorporamos en nuestra
comunicacion cotidiana.

Todo esto pasa desapercibido para la mayoria de la gente, no asi para quienes trabajamos en disciplinas STEM
(Science, Technology, Engineering, Mathematics) ni para los usuarios y creadores de tecnologias sofisticadas
relacionadas con las computadoras y los lenguajes de programacion, entre otras.

Una solucién para evitar las ambigliedades es el uso de la matematica para cuantificar conceptos y dotarlos
de obijetividad, y si ademas asignamos nuimeros a hechos o a cosas, les proporcionamos transparencia y
exactitud.

Finalmente, es importante convenir y encontrar una estructura en el “lenguaje” que nos permita descartar las
ambigliedades que se encuentran en el lenguaje coloquial, puesto que los automatismos computacionales
exigen una claridad inequivoca.

1. Teoria de Conjuntos

La teoria de conjuntos es una rama de la légica matematica que estudia las propiedades y relaciones de los
conjuntos. Fue iniciada en 1870 por Georg Cantor y en la actualidad se considera una rama matematica
independiente con aplicaciones en topologia, dlgebra abstracta y matematicas discretas.

En lo cotidiano se suele emplear la palabra conjunto como sindnimo de coleccidn, de reunién o de agrupacion
de objetos, aunque si intentdramos dar un concepto matematico, fijando con exactitud el significado de cada
término para no dar lugar a contradicciones o interpretaciones equivocas, entrariamos en un “retroceso
infinito” o en un “circulo vicioso”.

Para evitar esto en matematica, existen algunos términos que se aceptan “sin definir” al comenzar el
desarrollo de una teoria, y se los conoce como “conceptos primitivos” o “conceptos fundamentales” de la
teoria. Esos conceptos primitivos se conocen a través de sus propiedades y de la forma en que se comportan
en el desarrollo de la teoria.

En la teoria de conjuntos existen tres conceptos primitivos: conjunto, elemento y pertenencia. (Tapia et al.,
1974)

Los conjuntos son colecciones abstractas de objetos consideradas como objetos en si mismas. O un conjunto
es una coleccion unica de objetos llamados elementos, los cuales pueden ser cualquier cosa como arboles,
companiias, nUmeros enteros, vocales o consonantes.

Los conjuntos se representan con una letra mayuscula de imprenta como A, B, C, etc.

Llamaremos elemento a cada uno de los objetos que forman parte de un conjunto.
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Los conjuntos pueden ser finitos o infinitos (aquellos en los que la enumeracién de sus elementos nunca llega
a nombrar al primero o al dltimo elemento o a ambos). Por ejemplo, las vocales en nuestro lenguaje espafiol
representan un conjunto finito, mientras que los nimeros enteros representan un conjunto infinito.

Un conjunto esta bien definido si se sabe si un determinado elemento pertenece o no a al conjunto.

En matematica en general y en teoria de conjuntos en particular, se hace uso de distintos lenguajes como son
el coloquial, el simbdlico y el grafico. El lenguaje coloquial es el que usamos naturalmente para comunicarnos
en forma oral o escrita, el lenguaje simbdlico (o notacion) es el que ofrece la ventaja de ser mas sintético y
claro para usar en demostraciones y razonamientos, y el lenguaje grafico (o diagramas) es el que permite
aclarar o interpretar conceptos o situaciones.

Los conjuntos se pueden definir por enumeracidon o por extension, cuando se enumeran uno a uno los
elementos que lo forman; y por comprension o por propiedad, cuando se da un criterio que permite decidir
con certeza si un elemento pertenece o no al conjunto.

Por ejemplo, usando lenguaje coloquial podriamos nombrar el conjunto:

“Digitos en el sistema de numeracién decimal” por comprensién, o “0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9” por
extension.

El lenguaje simbdlico establece ciertas convenciones para representar los conjuntos, los elementos y la
relacion de pertenencia:

a) Los elementos que forman un conjunto se encierran entre llaves.
b) Los elementos se designan con letras minusculas.

c) Paraindicar que un elemento pertenece al conjunto se escribe el signo € y para indicar que un elemento
no pertenece al conjunto se escribe el mismo signo tachado.

d) Para definir un conjunto por comprension o por propiedad, se suele usar una letra x para designar
genéricamente a cualquier elemento del conjunto, y en tal caso decimos que x es una variable.

Por ejemplo, usando lenguaje simbdlico podriamos definir el conjunto del ejemplo anterior como:
A = {x/x es un digito del sistema de numeracidn decimal} Definiciéon por comprensién

y se lee: “A es el conjunto de todos los x tales que, cada x es un digito del sistema de numeracién decimal”.
A={0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9} Definicidon por extension

Sia=1entoncesa €A vyselee: “1 pertenece a A”.

Sia=12entonces a € Ay se lee: “12 no pertenece a A”.

Vemos entonces que con las primeras letras del alfabeto se designan a los elementos constantes y bien
determinados, y con las ultimas letras se designan a los elementos variables.

El lenguaje grafico utiliza una curva simple cerrada para encerrar los elementos (puntos) que pertenecen a un
conjunto, y también fija algunas convenciones:

a) Los conjuntos se representan por una curva simple cerrada.

b) Los elementos que pertenecen al conjunto se representan por puntos interiores a la curva.

c) Los elementos que no pertenecen al conjunto se representan por puntos exteriores a la curva.
d) Ningun punto se representa sobre la curva.
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Por ejemplo, usando el lenguaje grafico podriamos representar el conjunto del ejemplo anterior como:

85e

Estas representaciones ideadas por Euler y difundidas por John Venn, conocidas como diagramas de Venn, son
representaciones convencionales que no dicen nada de la ubicacidn de los elementos en el espacio fisico o en
el mundo real.

Si un conjunto se define por comprensidn, la propiedad debe ser claramente enunciada para que todos puedan
decidir con el mismo criterio, cuando un elemento pertenece al conjunto. Por ejemplo, decidir si una persona
es alta o baja, o si un auto es veloz o no, o si una prenda de vestir es cara o barata, depende de una apreciacion
personal y por lo tanto la eleccién de los elementos que pertenecen a cada conjunto varia de acuerdo con los
distintos criterios. En cambio, cuando nos referimos al conjunto de los varones que miden mas de 1,73 m de
altura, o al conjunto de los colores primarios, estamos sefialando a cuales elementos nos referimos y los
conjuntos quedan bien determinados.

Ademas de los conjuntos convencionales se pueden encontrar otros conjuntos especiales como:

e Conjunto vacio, que no tiene ningun elemento: @

e Conjunto unitario, que tiene 1 elemento.

e Conjunto par, que tiene 2 elementos.

e Conjunto terna, que tiene 3 elementos.

e Conjunto referencial o universal, formado por todos los elementos del tema de referencia.

e Complemento de un conjunto A es el conjunto de elementos que pertenecen al universal y que no
pertenecen a A.

e Conjuntos iguales son aquellos que estan formados por los mismos elementos.

La nocidn de conjuntos iguales permite vincular conjuntos entre si. Luego, la inclusién de un conjunto en otro
se puede ver como una relacién que existe entre ellos.

Supongamos el conjunto de los digitos en el sistema de numeracion decimal, y el conjunto de los digitos pares
del sistema de numeracidn decimal, y llamemos A al primer conjunto, y llamemos B al segundo conjunto.
Diremos que B es parte de A, o que B es parte propia de A, o que B es subconjunto de A, o que B esta
propiamente incluidoenA. BCS A

Un conjunto B esta estrictamente incluido en A si todo elemento de B pertenece a A, pero existe por lo menos
un elemento de A que no perteneceaB. Bc A

Ademds, dos conjuntos Ay B son iguales siy sélo si cada uno de ellos esta incluido enelotro.Bc AyAcC B
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El conjunto vacio estd incluido en todo conjunto.

Finalmente, hay que aclarar la diferencia entre la relacién de pertenencia y la relacién de inclusion:

e larelacidn de pertenencia vincula un elemento con un conjunto.

e Larelacidn de inclusidén vincula dos conjuntos.

Las operaciones entre conjuntos son: Interseccidn, Unién y Diferencia.

A B

ANB

Se llama interseccidn de dos conjuntos Ay B al conjunto
formado por todos los elementos que pertenecena Ay
aB.

Esta operacion de interseccion da origen a un nuevo tipo
de conjuntos llamados Disjuntos. Se dice que dos
conjuntos A y B son disjuntos cuando la interseccién es
vacia.

Se llama unién de dos conjuntos A y B, al conjunto
formado por los elementos que pertenecena A, 0a B, 0
a ambos.

Se llama diferencia entre un conjunto A y otro B al
conjunto formado por todos los elementos que
pertenecen a A y no pertenecen a B. El orden de la

AUB

operacion “A — B” es importante.

Luego, cada vez que se necesite trabajar con conjuntos,
sean estos de numeros, de puntos, de figuras, de
caracteres, de simbolos de un alfabeto, u otros,
imitaremos a los matematicos cuando inician el
desarrollo de una teoria: fijando como punto de partida
los conceptos primitivos (que se aceptan sin definir) y
ciertas propiedades que se aceptan sin demostrar
(axiomas), a partir de ellos se definen nuevos conceptos

(definiciones) y se demuestran nuevas propiedades (teoremas). Y el lenguaje que usan los matematicos para

desarrollar sus teorias es el lenguaje de |

1.1. Ejercicios de Teoria de Conjuntos

a logica.

a) Indique el tipo de definicidn (comprensidn o extension) de los siguientes conjuntos:

1. A={x/xesdigito del sistema de numeracién binario}
2. B={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D, E, F}

3. C={x/xes digito del sistema de numeracién octal}
4. D ={x/x es digito del sistema de numeracién hexadecimal}




Curso de Ingreso
Ingenieria en Computacion

N

RIO NEGRO

UNIVERSIDAD Ano 2025

NACIONAL

5. E={0, 1}
6. F={0,1,2,3,4,5,6,7}
7. G={x/xes letra minuscula del codigo ASCII}
b) Defina por extensién los siguientes conjuntos:
1. H={x/xes letra de la fila guia del teclado QWERTY}
2. | ={x/xes digito de la fila superior del teclado QWERTY}
3. J={x/xes letra de la fila inferior del teclado QWERTY}
4. K= {x/x es nimero natural de dos digitos multiplo de 5}
5. L={x/x es nimero natural de dos digitos divisible por 7}
c) Repasando “pertenencia” con los puntos a) y b), indique con V o F si es verdad o es falso que:

1. 2€A

2. 9¢C
3. beb
4. z€eG __
5. 1eA
6. 3eC __
7. 45€L

d) Repasando “operaciones entre conjuntos” de los puntos a) y b) encuentre graficamente:

1. BNF

2. HUI

3. B—F

4. HNB

5. JUD

6. F—E

7. ANH

e) Considere como conjunto universal U el conjunto de todas las letras del abecedario y los conjuntos:
A = {x/x es letra de la palabra camidn}.
B = { x/x es vocal}.
C ={x/x es letra de la palabra almidén}.

1. Defina los conjuntos A, B y C por extensidn y represente en diagramas de Venn,
2. Conteste verdadero o falso y justifique:
i. {m,o}cA
ii. camion €A
iii. {c,a,s}-BcA
iv. ieC
v. PcB
vii PEA
vi.. ACA
vii. BE€EB
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2. Conjuntos Numéricos
En este apartado haremos un repaso de las propiedades y de las operaciones en los conjuntos numéricos que
se consideran imprescindibles para los mddulos siguientes del curso de Ingreso.

2.1. Nimeros Naturales (N)

Es el conjunto de nimeros que existe desde que el hombre tuvo necesidad de “contar”, por ejemplo, sus
utensilios o su ganado. Es el primer conjunto de nimeros que aprendemos desde nifios, posee infinitos
elementos, y su primer elemento es 1. Este conjunto se simboliza con la letra N y sus elementos son:

N = {1, 2,3,4, } y asi continda indefinidamente.

Consideremos las operaciones elementales en el conjunto de los numeros naturales y revisemos sus
propiedades:

1) La suma de dos nimeros naturales es un nimero natural. Debido a esto se dice que el conjunto de los
numeros naturales es “cerrado para la suma”.

Sia € Nyb € Nentoncesa + b = csiendo c €N

2) Sise consideran tres nUmeros naturales el resultado de la suma de los dos primeros mas el tercero es igual
a la suma del primero mas el resultado de la suma de los otros dos. Por eso se dice que “la suma de
numeros naturales es asociativa”.

Sia,b,c € Nentonces (a+b)+c=a+ (b+c)

3) Siaun numero natural le sumo otro, se obtiene el mismo resultado que si al segundo le sumo el primero.
Por esto se dice que “la suma de naturales es conmutativa”.

Sia,b € Nentoncesa+b=b+a

4) La resta de dos numeros naturales solamente serd un nimero natural si el minuendo es mayor que el
sustraendo.

Sia,b e Nya > bentoncesa—b = csiendo c €N

5) La multiplicacién de dos nimeros naturales es un nimero natural. Debido a esto se dice que el conjunto
de los numeros naturales es “cerrado para la multiplicacion”.

Siae Nyb e Nentoncesa-b =csiendo c €N

6) Sise consideran tres nimeros naturales el resultado de la multiplicacion de los dos primeros por el tercero
es igual a la multiplicacién del primero por el resultado de la multiplicacién de los otros dos. Por eso se
dice que “la multiplicacion de numeros naturales es asociativa”.

Sia,b,c € Nentonces(a-b)-c=a-(b-c)

7) Si a un nimero natural se lo multiplica por otro, se obtiene el mismo resultado que si al segundo se lo
multiplica por el primero. Por esto se dice que “la multiplicacion de naturales es conmutativa”.

Sia,b € Nentoncesa-b=b>b-a
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8) Ladivisidn de dos numeros naturales solamente serd un numero natural si el dividendo se puede repartir
de forma exacta en grupos indicados por el divisor. Es decir, el cociente de dos nimeros naturales serd un
numero natural, solamente cuando se verifique que:

Dividendo — (Divisor - Cociente) = 0

esto es, cuando el resto de la divisién sea igual a cero

Dividendo | Divisor
Reqm Cociente

2.2. Numeros Enteros (Z)

Es el conjunto de nimeros que aparece para dar solucidn a situaciones que el conjunto de los nimeros
naturales no alcanza a representar. Por ejemplo, la resta 1-3, o la cantidad de dinero que debemos, o las
temperaturas bajo cero, entre otros. Posee infinitos elementos, se simboliza con la letra Z y sus elementos
son:

z={..,—4-3,-2,-2,0,1,2,3,4,...}

Consideremos las operaciones elementales en el conjunto de los numeros enteros y revisemos sus
propiedades:

9) La suma de dos numeros enteros es un numero entero. Debido a esto se dice que el conjunto de los
numeros enteros es “cerrado para la suma”.

Sia €Zyb € Zentoncesa+ b = csiendo c €EZ

10) Si se consideran tres nimeros enteros el resultado de la suma de los dos primeros mas el tercero es igual
a la suma del primero mas el resultado de la suma de los otros dos. Por eso se dice que “la suma de
numeros enteros es asociativa”.

Sia,b,c € Zentonces(a+b)+c=a+ (b+c)

11) Si a un nimero enteros le sumo otro, se obtiene el mismo resultado que si al segundo le sumo el primero.
Por esto se dice que “la suma de enteros es conmutativa”.

Sia,b € Zentoncesa+b=b+a

12) La resta de dos nimeros enteros es un nimero entero.
Sia€Zyb € Zentoncesa—b = csiendo c €Z

13) La multiplicacion de dos nimeros entero es un nimero entero. Debido a esto se dice que el conjunto de
los nimeros enteros es “cerrado para la multiplicacion”.

Sia€Zyb € Zentoncesa-b = csiendo c €EZ
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14) Si se consideran tres nimeros enteros el resultado de la multiplicacion de los dos primeros por el tercero
es igual a la multiplicacién del primero por el resultado de la multiplicacién de los otros dos. Por eso se
dice que “la multiplicacion de numeros enteros es asociativa”.

Sia,b,c € Zentonces(a-b)-c=a-(b-c)

15) Si a un numero entero se lo multiplica por otro, se obtiene el mismo resultado que si al segundo se lo
multiplica por el primero. Por esto se dice que “la multiplicacion de enteros es conmutativa”.

Sia,b € Z entoncesa-b=b-a

16) La division de dos numeros enteros solamente sera un nimero entero si el divisor es distinto de cero vy si
el dividendo se puede repartir de forma exacta en grupos indicados por el divisor. Es decir, el cociente de
dos numeros enteros sera un nimero entero, solamente cuando se verifique que:

Dividendo — (Divisor - Cociente) = 0

esto es, cuando el resto de la divisién sea igual a cero

Dividendo | Divisor
Reqm Cociente

2.3. Elemento Neutro en (N) y en (Z)
El elemento neutro para el producto en el conjunto de nimeros naturales es “1”, porque cualquier nimero
multiplicado por 1 da como resultado el mismo nimero.

SiaeNy1leNentoncesa-1=a

El elemento neutro para la suma en el conjunto de nimeros enteros es “0”, porque cualquier nimero sumado
a 0 da como resultado el mismo numero.

Sia€Zy0E€ Zentoncesa+0=a

El elemento neutro para el producto en el conjunto de niumeros enteros es “1”, porque cualquier nimero
multiplicado por 1 da como resultado el mismo numero.

Sia€Zy1l€Zentoncesa-1=a

2.4. Expresiones algebraicas y Ecuaciones

Una expresion algebraica es una expresion matematica en la cual se combinan nimeros, letras y operaciones.
Una expresion algebraica permite expresar una relaciéon o una operaciéon entre distintos valores numéricos
pero de manera general. A partir de expresiones algebraicas se presentan las férmulas, las ecuaciones y los
polinomios. Por ejemplo,

2ab? —3a + b3

es una expresion algebraica. Los nimeros 2, -3 y 1 son los coeficientes de los términos ab?, a y b3, que forman
la parte literal de la expresion.
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Una ecuacidn es una igualdad entre dos expresiones algebraicas en las que aparece un valor desconocido
Ilamado incdgnita. Resolver una ecuacidn significa encontrar, si existe, el valor de esta incdgnita, es decir, un
valor real que hace verdadera la igualdad.

Las ecuaciones pueden no tener solucién, o bien tener una, varias o infinitas soluciones.

3. El razonamiento légico

Pensar es un complejo proceso que se inicia con la creacidn de imagenes mentales en nuestro cerebro, a las
gue integramos, emparejamos, proyectamos o asociamos con los conceptos o esquemas que tenemos
memorizados, representandonos las situaciones del mundo y de nosotros mismos, en un proceso simbdlico
gue necesitamos estructurar en secuencias, sintdctica o légicamente organizadas. Luego de ello podemos
prever lo que sucederd, evaluar las consecuencias de nuestros actos, anticiparnos para evitar episodios
desfavorables y promocionar aquellos que mas nos beneficien. Naturalmente, esto se puede ver influido por
nuestras emociones y por factores fisicos o sociales que modulan, habitian y prejuzgan nuestras maneras de
representarnos las cosas del mundo.

Al estar constantemente pensando, construimos secuencias temporalizadas de imagenes o conceptos que
representan simbdlicamente cosas o eventos que podemos poner en movimiento para producir
(simbdlicamente) lo que aun no ha acontecido. Ese “poner en movimiento” que necesita de una memoria en
funcionamiento y de una conciencia de lo que estamos pensando, es a lo que podemos llamar razonamiento.
Luego, razonar, consiste en producir juicios.

Un juicio tiene la forma de una proposicidn, es decir, de una oracidn. Por ejemplo, “esta hoja es blanca”, es un
juicio. En él estan contenidos los conceptos “hoja” y “blanca”, y también hay una estructura sintdctica, légica,
como el verbo “ser” que es un elemento que nos sirve de enlace o de conjuncion o de cuantificador que indica
el dominio del que hablamos, por ejemplo. Esos elementos que tienen origen en nuestros esquemas de
imagenes y nos permiten razonar, también nos permiten ir de lo dado a lo que todavia no sabemos o no ha
ocurrido, porque una vez que creamos un juicio podemos conectarlo con otro y producir una secuencia causal
o deductiva entre ellos.

Si por ejemplo obtenemos el siguiente juicio:
(1) Todos los hombres son mortales

Y luego conocemos a Romualdo y construimos el siguiente juicio:
(2) Romualdo es un hombre

¢Serd necesario esperar a la muerte de Romualdo para deducir que
(3) Romualdo es mortal?

Razonando, es decir, encadenando juicios conocidos podemos llegar a obtener nuevos conocimientos, prever
situaciones, tomar decisiones, etc. Asi la idea de razén es una caracteristica que adopta el pensamiento cuando
compone, relaciona y asocia juicios respetando las estructuras légicas contenidas en los juicios mismos.

El razonamiento Iégico es entonces un conjunto de juicios que mantienen entre si relaciones légicas de forma
tal que, partiendo de algunos juicios dados a los que denominamos premisas, podemos llegar deductivamente
a un juicio que no teniamos y que denominamos conclusion.
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La obtencidn de la conclusién, si procedemos légicamente, asegura la validez de esta por la propia estructura
I6gica de los juicios que componen las premisas. (Gutiérrez, s. f.)

Por ejemplo, si partimos de los siguientes juicios como premisas:
Si llueve entonces me mojo

y llueve

Podemos concluir que: me mojo

Esto es una inferencia o razonamiento deductivo en el cual, si las premisas fueran verdaderas, la conclusion
también lo seria.

La ciencia que estudia qué tipos de esquemas de inferencia asegura la validez de las conclusiones es la Légica.

3.1. La Légica Formal

Podemos definir a la légica como la ciencia de los principios de la validez formal de la inferencia. La légica
solamente se ocupa de razonamientos como productos o resultados, independientemente de quién lo piense
o de cdmo se haya producido.

Las ciencias empiricas o experimentales se ocupan de investigar la verdad material, por ser este un asunto de
experiencia. La légica en cambio se ocupa de la verdad formal o de la validez formal, prescindiendo de los
contenidos de los juicios para ocuparse de la mera forma légica.

El proceso de formalizacidn consistira en asignar a cada proposicién u oracidn una letra mindscula a partir de

o"_n

la letra “p”, por convencion, a la que llamaremos variable proposicional. Una variable proposicional es algo
qgue puede estar por cualquier oracién, con cualquier contenido. La nocidén de variable es precisamente algo
que admite instancias de sustitucion dentro de un dominio especificado, en este caso que trataremos con
variables proposicionales el dominio de sustitucién sera el conjunto de las oraciones.

Si formalizamos inferencias como (1):
p: llueve
g: se me moja la ropa

simbolicemos la relacién condicional si...entonces mediante el signo = que usaremos de forma infija:

P—>q

Si en cambio formalizamos inferencias como (2):
p: llueve

g: me mojo
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p—=>q
a

p

La légica nos indicaria que (1) es un esquema de inferencia valido, mientras que (2) no lo es. Porque todo
razonamiento que tenga la estructura légica de (1) asegura la validez de las conclusiones obtenidas, o bien si
las premisas fueran verdaderas, la conclusién también seria verdadera. A esto se le llama validez formal de las
inferencias.

3.2. La Légica Proposicional o Ldgica de Enunciados

La ldgica se estructura en calculos, es decir, en una simple estructura sintactica; y un primer criterio de
clasificacion de la légica viene determinado en funcidn de cémo sean estos cdlculos. Una de estas
clasificaciones es la Légica de Proposiciones o de Enunciados: el cdlculo basico de la ldgica formal es el célculo
de enunciados o proposicional, cuyas férmulas son proposiciones, oraciones o enunciados sin analizar
internamente. La relacién logica por estudiar es la que se establece entre oraciones que constituyen la unidad
minima de significacién ldgica. Este cdlculo es un cdlculo hipotético, porque la deduccién se establece en una
relacién condicional entre las premisas y la conclusion (si ocurren las premisas, entonces ocurre la conclusion).

La estrategia de la légica como ciencia es que disefia un método general de prueba de razonamientos, un
mecanismo efectivo que responde si o no ante la pregunta ¢ es este razonamiento valido? Y es lo que llamamos
cdlculo. Entonces nos preguntamos éde qué se compone todo calculo?:

(1) De un vocabulario basico o elementos primitivos, porque se necesita una definicion exhaustiva que
determine cudles son los elementos primitivos, y cuales no.

(2) De un conjunto de reglas de formacidn que establecen cua
posibles de los elementos primitivos. El conjunto de reglas de formacidn proporciona una definicién
de férmula bien formada (fbf) de manera que ante cualquier combinacién de elementos se pueda
determinar si la expresion resultante es o no una fbf.

(3) De un conjunto de reglas de transformacion que definen cémo pasar de fbf a otras que estén
igualmente bien formadas. Estas reglas deben tener un cardcter efectivo o algoritmico, de manera
gue sea posible decidir si una transformaciéon de unas férmulas en otras se ha realizado
correctamente.

es son las combinaciones correctas

En consecuencia, por cdmo se diseiian los cdlculos no es posible equivocarse, es decir, su estructura
inferencial asegura siempre la validez formal. Y lo que debemos cuidar en cada paso al construir un calculo,
es que se mantenga la validez usando una premisa, o un supuesto hipotético o el resultado de la aplicacién
de una regla.

El calculo de proposiciones o de enunciados toma como elementos primitivos o vocabulario basico, por un
lado, variables proposicionales que se usan para referirse a oraciones completas, y por otro lado los simbolos
I6gicos que formalizan a los elementos que indican la estructura y las relaciones légicas que se establecen
entre las proposiciones, que en el lenguaje natural lo suelen cumplir las conjunciones. Y como la légica
proposicional es una légica bivalente, sus proposiciones siempre asumiran dos valores posibles, y siempre
seran sélo verdaderas o falsas.
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3.2.1 Variables y Valores de Verdad

El contenido de una proposicion lo representamos mediante una variable, que en general se nombra con letras
consonantes minusculas a partir de p, g, r, s y asi siguiendo. Y si fuera necesario también es posible usar
subindices como ps, p2, p3, ..., Pn.

Las proposiciones que nos interesan en ldgica proposicional son siempre proposiciones enunciativas o
aseverativas, que seran verdaderas o falsas. Por lo tanto, una proposicién formalizada por la variable p, por
ejemplo, podra tener el valor verdadero o falso, y se podrd simbolizar con los valores 1 para verdadero y 0
para falso. Si lo expresamos graficamente usando una tabla, quedaria como

p p
Vv 1
F 0

Para dos variables p y q, las posibles combinaciones de valores de verdad que se pueden dar entre ellas son:

p|aQ pla
Vv 1] 1
V]| F 1]o0
Flv o1
FIF 0o

En general, dado un nimero n de proposiciones, el nimero de combinaciones posibles de sus valores de
verdad seria 2". Entonces para n=3 habria 8 combinaciones, para n=4 habria 16 combinaciones, y asi siguiendo.
Por ejemplo, para 3 variables p, q y r, la tabla seria:

plQfr plafr
VIiVv]|vVv 1111
V|V ]|F 1|1]0
V|F|V 1101
V|F|F 1100
F|V ]|V o111
F|V]|F 0]1]0
FIF|V 0j]0]1
F|F|F 0]j0]o0

3.2.2 Conectivas y sus interpretaciones Semanticas

Los simbolos Iégicos, también conocidos como conectivas u operadores de un célculo, son los encargados de
establecer las conexiones légicas entre las proposiciones y se comportan como funciones u operadores en las
matematicas.

Las conectivas ldgicas se comportan de igual manera que las matemadticas, con la diferencia que sus
argumentos van a ser proposiciones y su valor un valor de verdad. Es decir que las conectivas légicas toman
como argumentos los valores de verdad de las proposiciones y su resultado es también un valor de verdad.
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Dado que la verdad de una oracion compuesta depende del valor de verdad de las oraciones simples que se
conectan para formarla, los elementos que permiten componer oraciones atdmicas en oraciones moleculares
son funciones de verdad.

Los operadores o conectivas se pueden clasificar en monadicos y en diddicos. Los mondadicos tienen sdlo un
argumento y los diddicos requieren de dos argumentos para el calculo. En general llamamos operadores
poliddicos a los que requieren mds de dos argumentos.

Negacidn: es una conectiva monadica que toma como argumento una proposiciéon y arroja como valor lo
contrario de la proposicidn. Se expresa mediante el signo ~ 6 = y se usa prefija a la variable proposicional a la
que se aplica, por ejemplo: ~p 6 -p. Evidentemente simboliza al “no” o a cualquier forma de negacién del
lenguaje natural. Opera invirtiendo el valor de verdad del argumento. Si la proposiciéon p es verdadera,
entonces -p es falsa, y al revés. En forma de tabla seria:

P |-P P |-P
F 1|0
F 0|1

Conjuncién: es una conectiva diddica que dadas dos proposiciones p y g se pueden unir en conjuncidn
mediante “y” o cualquier otra forma de conjuncién del lenguaje natural. Se expresa mediante el signo Ay se
coloca de forma infija entre las dos variables proposicionales que conecta, como p A . La conjuncion de dos
proposiciones atdmicas es verdadera cuando cada proposicién componente es verdadera. En el ejemplo de la

inferencia (2) deciamos que p: “llueve” y g: “me mojo”, y la interpretacién semantica de la conjuncion es:

p|la|prag plal|pag
v iv] v 1)1 1
V]F] F 1[0 o
Flv] F ol1] o
FIF] F olo] o

Disyuncidn: es una conectiva diddica que dadas dos proposiciones cualesquiera py g se pueden unir mediante
au_n

disyuncidn “0” y se simboliza con el signo v que se coloca de forma infija entre las dos variables proposicionales
gue conecta, como p Vv q.

La disyuncién puede interpretarse de dos maneras distintas:

- Disyuncion exclusiva: si se da una de las alternativas no se da la otra.
- Disyuncidn inclusiva: se puede dar una u otra de las alternativas, o ambas a la vez.

Desde el punto de vista légico es mayor la importancia de la disyuncidn inclusiva, y su interpretaciéon en forma
de tabla es:

plalpvg plafpvg
vIiv] v 1]1] 1
VIF| v 10| 1
Flv]| v 0]1] 1
FIF] F olo] o
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Condicional: el condicional “si...entonces” es también una conectiva para formalizar la estructura deductiva
entre dos premisas, asi se pueden relacionar p y q condicionalmente como “si p entonces q”, y se puede
simbolizar con = como p = q. La primera parte del condicional (p) se llama antecedente y la tltima parte (q)
se llama consecuente. En esta conectiva hay que tener en cuenta el orden de colocacidn de las variables,
porque la férmula p = g no esigual que q = p que produce un resultado completamente distinto.

Analicemos en qué casos es verdadero el ejemplo “si llueve entonces me mojo” y:

- Suantecedente y su consecuente son verdaderos: entonces ocurre que llueve y ocurre que me mojo. No
necesita mayor analisis.

- Suantecedente es falso, pero su consecuente es verdadero: en este caso sabemos que existe una relacién
entre el hecho de llover y el hecho de mojarme, el hecho de mojarme, aunque deje de llover no niega la
relacion anterior. Todavia seria verdad que “si lloviera, me mojaria”.

- Su antecedente y consecuente son falsos: en este caso podriamos utilizar el mismo razonamiento
anterior, “si no llueve entonces no me mojo”, y “si lloviera, me mojaria”.

- El dnico caso en que el condicional es Falso, es cuando el antecedente es verdadero y el consecuente es
falso. Es decir, “si llueve” en ningln caso dejaria de verificarse que “me mojo”.

Luego la tabla de verdad del condicional quedaria como:

pPlalp=>q pla|p=>q
V|V Vv 1|1 1
V| F F 1|0 0
FlV Y 0|1 1
F|F Y 0|0 1

Bicondicional: el bicondicional expresa la condicidn suficiente y necesaria como “si y sdlo si” y se simboliza
mediante <> como p € q. El bicondicional es la conjuncién del condicional con su inverso, o sea, dep > qy
de g = p Diremos que un bicondicional es verdadero sélo cuando sus proposiciones atdmicas tienen el mismo
valor de verdad.

Luego la tabla de verdad del bicondicional quedaria como:

plalp>a]g=>p (p>a)n(a=>p) p&q
V|V Vv Vv Vv Vv
V| F F Vv F F
FlV Vv F F F
FIF Vv Vv Vv Vv
plalpr>aq]|a=>p]| (p2>a)ra(a>p) p&>q
1)1 1 1 1 1
11]0 0 1 0 0
0|1 1 0 0 0
0|0 1 1 1 1
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3.2.2.1 Reduccidn de conectivas

Se puede probar que para el cdlculo basta con usar exclusivamente dos conectivas, pudiendo definir las
restantes en funcién de las dos elegidas. De las cuatro conectivas que se acaba de definir, se pueden elegir
entre los siguientes conjuntos de conectivas {~, A}; {=, v}; {-, =} es decir, la negacién con la conjuncién o con
la disyuncién o con el condicional.

Negaciony Negaciony Negaciony

Conjuncion Disyuncidn Condicional
Conjuncion - ~(~xv-y) - (x>-y)
Disyuncién —(=xA-y) - XYy
Condicional = (xa-y) -XVy -

3.3 Las Reglas de Formacidn (RF)

Una vez que se conoce el vocabulario basico: variables proposicionales y conectivas, el siguiente elemento
qgue se debe definir son las reglas de formacidn que nos permitirdn determinar si una férmula cualquiera
pertenece o no al calculo, es decir, si es una férmula bien formada (bfb).

La nocion de férmula bien formada se define como:

RF1. Una variable proposicional sola es una fbf del cdlculo.

RF2. Si x es una fbf, entonces -x también lo es.

RF3. Six e y son fbf, entonces x Ay, x vy, x = y son también fbf.

RF4. Estas son todas las reglas de formacidn del célculo.

3.4 Reglas de transformacion
La Idgica estudia los principios de la inferencia valida y el calculo Iégico nos podra decir cudles esquemas de
inferencia son vélidos y cuales no. En general hay dos maneras de constituir los calculos:

e Como un sistema de leyes: donde se trata de encontrar todas las leyes légicas que se pueden derivar
de un conjunto reducido de leyes (llamados axiomas) que se aceptan como verdaderos sin prueba por
su autoevidencia. Estos sistemas se llaman sistemas axiomdticos y en ellos todo lo que se deriva, es
vdlido, porque el sistema asegura la validez de la deduccion.

e Como un sistema de reglas: que exige un razonamiento por objetivos, ya que se propone un
razonamiento y mediante la aplicacion de reglas hay que determinar si ese razonamiento propuesto
es vdlido o no. Estos sistemas se llaman sistemas de deduccion natural y parten de enunciados
propuestos cuyo valor de verdad estd indeterminado, y el objetivo es determinar su validez o no.

3.4.1 Calculo de enunciados como sistema de deduccién natural

Este cdlculo consiste en ver si la conclusién de un razonamiento se deriva de las premisas mediante
transformaciones de estas segun las reglas de transformacion del calculo, y a este proceso lo llamaremos
derivacion.

Luego, una derivacién es una secuencia de transformaciones desde las premisas de las que partimos a la
conclusién que queremos obtener.
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Las transformaciones posibles que se pueden realizar estdn delimitadas por el conjunto de reglas de
transformacion del célculo, y diremos que un argumento es Iogicamente vdlido si existe una derivacion de la
conclusion a partir de las premisas, empleando las reglas del cdlculo; en otro caso diremos que el argumento
es logicamente incorrecto.

¢Cudles son las reglas de transformacién de nuestro cdlculo proposicional? Aquellas que nos permitan
producir férmulas mas complejas a partir de otras mas simples introduciendo nuevas conectivas entre ellas, o
las que nos permitan simplificarlas eliminando conectivas que estan presentes en las formulas dadas.
Légicamente entonces, para cada conectiva del calculo existirdn dos reglas: una de introduccion de la
conectiva y otra de la eliminaciéon de la conectiva.

Tomemos como ejemplo las reglas de la Negacién.

Paralaregla de introduccién de la Negacion, si partimos de una formula Xy a través de varias transformaciones
llegamos a la expresidn Y A =Y entonces estaremos concluyendo -X.

— X Esta regla recoge un procedimiento basico de inferencia légica que se denomina
reduccion al absurdo, es un procedimiento indirecto de prueba o demostracion.
Consiste en que, si un supuesto nos lleva a una contradiccién, tiene que ser falsoy,

. si es falso, lo contrario sera verdadero.
. A una contradiccion la expresamos mediante la conjuncion de una variable
proposicional con su negacion, de la forma:
— YA-Y
YA-Y
=X

Para la regla de eliminacion de la Negacion, si partimos de una féormula --X al estar doblemente negada,
resulta que entonces esta afirmada. Por lo tanto, si tenemos una férmula expresada de esta manera, podemos
simplificarla eliminando la negacion.

-—X
X

Esta es la manera como generalmente hacemos una demostracion (o una prueba), como una sucesién de
aplicaciones de reglas de inferencia que permite llegar a una conclusién a partir de determinadas premisas o
axiomas.

3.4.2 La Légica Proposicional como sistema Axiomatico
Los sistemas axiomaticos se conocen desde la antigiiedad, y un ejemplo de ellos son los Principios de
Geometria Euclidea.

En general, un sistema axiomatico procede deduciendo todas las verdades, a las que llamaremos teoremas,
de un conjunto lo mas sencillo e independiente de axiomas, que aceptamos como verdaderos sin prueba, por
su autoevidencia. El sistema posee también un mecanismo de inferencia en forma de reglas, pero mucho mas
simplificado que en los sistemas de deduccién natural.

El conjunto de axiomas sera el siguiente:
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Axiomas
Al.(pvp)>p
A2.p = (pvaq)
A3.(pva)->(qvp)
Ad. [pvigvr)]=>I[av(pvr)]
AS5.(g>r) > [pva)>(pvr)]
Reglas de Transformacion

R1. Regla de Sustitucion: Dada una tesis (cualquier formula verdadera del calculo, axioma o teorema) del
calculo, en la que aparecen variables proposicionales, el resultado de sustituir una, alguna o todas las
apariciones de esas variables por fbfs del cdlculo serd una tesis del calculo. Con la restriccién de que cada
variable ha de ser sustituida siempre que aparezca y siempre por el mismo sustituto.

R2. Regla de Separacidn (Modus Ponens): Si “X” es una tesis del sistema, y lo es también la expresién “X->Y”,
entonces “Y” es una tesis del sistema.

3.5 Ldgica y semantica
Entendemos por semantica a la disciplina que se ocupa de las relaciones entre los signos y aquello de lo cual
hablamos por medio de esos signos.

Desde el punto de vista semdntico interesa atribuir significados a las férmulas y aceptar como integrantes del
sistema aquellas formulas o estructuras deductivas cuyo significado cumple determinadas condiciones. La
atribucion de significado, que no es otra cosa que ofrecer las condiciones que debe cumplir una férmula para
gue sea verdadera, se realiza mediante la idea de interpretacion.

En la |égica proposicional la interpretacion de una féormula viene dada por la interpretacion semantica de las
conectivas que contiene. Es decir, en la medida en que nuestras conectivas son funciones de verdad, una
interpretacion para el calculo proposicional consiste en atribuir un valor de verdad a cada una de las variables
proposicionales que componen una férmula y evaluar segun la interpretacién semantica de las conectivas el
valor final de la férmula.

Luego la relacién semdntica basica entre el lenguaje de proposiciones y el mundo o universo del que se habla
es la valoracion de verdad. Una valoracion de verdad sobre el lenguaje proposicional es una aplicacién que
asigna a cada formula del lenguaje un valor de verdad, es decir, uno de los dos elementos del conjunto {V, F}
de valores de verdad.

En nuestro sistema de ldgica de enunciados tenemos un método de prueba semantico que nos permite decidir
si una formula es o no una verdad ldgica. Este método de prueba es la Tabla de verdad, que es bastante
limitado porque su confeccidn resulta muy grande e incdbmoda cuando el nimero de variables crece
demasiado, porque el nimero de combinaciones es siempre 2" con n = n° de variables proposicionales.
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Tomemos el ejemplo (((p = q) A ~q) = -p) y construyamos su tabla de verdad como:

Pl Q|-q|p>q | (P>a)r-q | (((p>a)r-q)->-p)
1(1]0 1 0 1
101 0 0 1
ol1]0 1 0 1
0|l0|1 1 1 1

¢Qué hicimos? Primero asignamos un valor de verdad a las dos variables proposicionales que componen la
formula de la que queremos obtener sus posibles valores de verdad, p y q. Como tenemos dos valores,
obtendremos cuatro (22) combinaciones posibles de valores de verdad (por eso la tabla tiene cuatro filas).
Después, en las siguientes columnas vamos evaluando cdmo se modifican estos valores iniciales conforme las
variables pasan a ser argumentos de conectivas teniendo en cuenta la interpretacion semantica de las
conectivas.

Por ejemplo, cuando g=1, -q=0 y viceversa. Y si p=1y g=1, entonces p - q = 1. Procedemos de esta forma
hasta que debajo de la conectiva principal de la férmula obtenemos la columna de todos los posibles
resultados para la formula que estamos estudiando.

¢Qué féormulas interesan a la l6gica desde el punto de vista semantico?

Evidentemente aquellas formulas que arrojen como resultado en la columna final de su tabla de verdad en
todas sus filas el valor de “verdadero”. A estas férmulas las llamaremos tautologias o verdades ldgicas.

Si por el contrario todos los resultados en la columna final de la tabla son “falso”, esas férmulas seran
contradicciones.

Y si en cambio, se encuentran tanto valores “verdadero” como “falso”, diremos que las férmulas son
contingentes, es decir, que en alguna valoraciéon de verdad la férmula resulta verdadera.

Lo importante de las tautologias es que toda interpretacidn posible satisface a la férmula, es decir, la hace
verdadera, y eso significa que son “razonamientos correctos” o “formalmente validos”.

Como vemos en la tabla de verdad del caso ejemplo, tiene verdadero en todas sus filas, por lo que sabemos
que esa férmula es una tautologia y, en consecuencia, que toda valoracién de verdad la hace verdadera
I6gicamente. Efectivamente, el caso ejemplo de la tabla de verdad, corresponde al Modus Tollens (negacién
del consecuente o ley de contraposicion) que es una forma de argumento valida y una regla de inferencia en
I6gica proposicional.

3.6 Implicacidn légica - Equivalencia légica
Dados dos enunciados Ay B, diremos que “A implica I6gicamente a B” o que “B es consecuencia légica de A”
(y lo denotaremos con A == B) si la forma enunciativa A = B es una tautologia. (Pons et al., 2017)

Y diremos que “A es légicamente equivalente a B” (y lo denotaremos con A B) si la forma enunciativa
A€>B es una tautologia.

Por ejemplo:
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e pAagqimplicaldgicamente ap
o = (pAq)esldgicamente equivalente a (-p) v (-q)
o = (pvq)esldgicamente equivalente a (-p) A (-q)

Las siguientes son equivalencias légicas muy conocidas, por resultar Utiles a la hora de manipular formas
enunciativas:

Ley de Doble Negacién ~(~pk=>p
Ley Conmutativa de la Conjuncidon PAQSQApP
Ley Conmutativa de la Disyuncién pvg&eqvp
Ley Asociativa de la Conjuncién (pAag)Aar & pa(gnar)
Ley Asociativa de la Disyuncién (pvag)vr & pv(gvr)
Leyes de De Morgan -(pvg) © (-p)a(-q)
~(pra) & (-p)v(-q)
Leyes de Distribucidn pa(gvr) & (paqg)v(pnar)
pv(gar) & (pva)a(pvr)
Leyes de Absorcion PAPSD
pVpep

3.7 Ejercicios de Légica
a. Indique conV o F si considera que la frase dada es una proposicién:
1) jAuxilio! ___

2) ¢Qué horaes?

3) El mes en curso es febrero

4) Google necesita programadores

5) ¢Quién aprobara el examen de ingreso?

6) Alcdnzame el cuaderno ____

7) Dosal cubo (23)es6

8) Dos a lacuarta (2*) es 16

9) Si tengo dinero y paso por Mamuschka entonces me compro unos chocolates
10) Nieva

b. Asigne las variables proposicionales que corresponde a cada frase del punto a.
Formalice en el lenguaje del célculo proposicional las siguientes oraciones del lenguaje natural:

1) Llueve

2) Llueve y me mojo

3) No llueve

4) Llueve o nieve y no se puede tirar en parapente
)

ul

Llueve, graniza y nieva
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6) Si entro a un comercio entonces debo tener barbijo colocado y desinfectadas las manos
7) En vacaciones iremos al cine si y sélo si hay mal tiempo
8) Si John va al aeropuerto o Greta va a la terminal, entonces llamaremos un taxi
9) Si no llueve y no nieva entonces hay sol o hay niebla

10) John esquia si y sélo si hay nieve en la montafia
11) Si Greta desea construir un modelo entonces necesita un informatico o un matematico

12) Si Greta no necesita un matematico entonces necesita un informatico

13) Si estudio logica y atiendo las clases y resuelvo las practicas propuestas y hago consulta de
dudas entonces aprobaré ldgica

Construye las tablas de verdad de los ejercicios de los puntos a., b.y c.

Formalice y pruebe la validez de los siguientes argumentos:

1) Si llueve entonces me mojo. Me llevo el paraguas o no llueve. Luego, si llueve entonces me
mojo y saco el paraguas.
2) O bien la Tierra es redonda y los hombres no lo saben, o bien la Tierra es redonda y los

extraterrestres lo saben hace tiempo. Si los hombres no lo saben, entonces la Tierra no es redonda.
En conclusidn, los extraterrestres lo saben hace tiempo.

3) Si John tiene par de ases, tiene pdker o gana; si tiene pdker, no tiene par de ases; si no sabe
jugar al pdker, no gana. Luego, si John tiene par de ases, sabe jugar al pdker.
4) Si Superman fuese capaz de destruir el mal y si quisiese hacerlo entonces lo haria. Si

Superman no fuese capaz de destruir el mal entonces no seria poderoso. Si Superman no quisiese
destruir el mal entonces seria maligno. Superman no destruye el mal. Si Superman existe entonces
es poderoso y no es maligno. Por lo tanto, Superman no existe.

f. Indique si las siguientes fbf estan correctamente escritas o indique por qué es incorrecta:

1) >(a->r)
2) p>pvp
3) -p-

4) VPpAQ
5) -—pAQ

6) p&S-qv-

g. Construya las tablas de verdad de los razonamientos del punto e. y diga qué tipo de fdrmulas son
desde el punto de vista semantico (tautologias, contradicciones o formulas contingentes).

h. Construya la tabla de verdad de los teoremas siguientes y verifique si son tautologias:
1) (p>a)>{a=>r)>(p—>r)

2) p>p
3) -pvp
4) pv-p

5) (p—>-p)>-p
i. Construir la tabla de verdad para las formulaciones de la tabla de Reduccion de Conectivas de la
diapositiva 4 de la presentacién digital de la clase 4, y verificar que:

1) El resultado para formulaciones de la fila 1 es equivalente a la tabla de verdad de (x " y).
2) El resultado para formulaciones de la fila 2 es equivalente a la tabla de verdad de (x v y).
3) El resultado para formulaciones de la fila 3 es equivalente a la tabla de verdad de (x = vy).
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