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Abstract. Realistic models in Galactic Dynamics seem to present a di-
vided phase space (Giordano & Cincotta, 2004). Therefore, it is necessary
to rely on efficient techniques to study the global dynamical behaviour
in order to split as well as to identify the complex nature of the orbital
structure. Herein we present some results of an exhaustive comparison
between two of such techniques: the well-known Lyapunov characteristic
exponents, and a rather new one, introduced by Cincotta & Simé (2000),
the Mean Exponential Growth factor of Nearby Orbits (MEGNO).

Resumen. Los modelos realistas en Dindamica Galactica parecen con-
tar con un espacio de fases dividido (Giordano & Cincotta, 2004). Por
lo tanto, es necesario disponer de técnicas eficientes para el estudio de la
dindmica global, que separen e identifiquen la compleja naturaleza del mo-
vimiento orbital. En este trabajo se realizé una comparacién exhaustiva
entre dos de tales herramientas numéricas: una ya clasica, los exponentes
caracteristicos de Lyapunov, y otra mas reciente, presentada por Cincot-
ta & Simé (2000), el Mean Exponential Growth factor of Nearby Orbits
(MEGNO).

1. Introduccién

En modelos hamiltonianos realistas no existen otras integrales globales aparte de
la energia; es el caracter no integrable de los modelos galacticos lo que indica la
necesidad de contar con métodos numéricos eficientes para su estudio dindmico.
Con este objetivo, se realizé una comparacion entre dos de estas herramien-
tas: los exponentes caracteristicos de Lyapunov (LCNs), y el Mean Exponen-
tial Growth factor of Nearby Orbits (MEGNO), que ha sido satisfactoriamente
aplicado a problemas de indole astronémica (ver por ejemplo Gozdziewski &
Konacki, 2004).

En Cincotta et al. (2003), la eficiencia del MEGNO fue evaluada para el osci-
lador cuartico perturbado tridimensional, un modelo relativamente simple que
permitié observar la estructura del espacio de fases en forma global. Aqui, en
cambio, el MEGNO se aplica a un potencial que reproduce muchas de las carac-
teristicas de las galaxias elipticas reales. Desarrollado por Muzzio et al. (2005),
sera éste el escenario para la comparacion.
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2. Comparacién entre los Exponentes de Lyapunov y el MEGNO

El objetivo de esta seccion es presentar los principales resultados de un rele-
vamiento estadistico del comportamiento del MEGNO al aplicarlo al potencial
galdctico presentado por Muzzio et al. (2005). A tal efecto, se consideraron los
resultados obtenidos por dichos autores para los LCNs de las 3472 6rbitas por
ellos estudiadas. Para la clasificacion de las érbitas se utilizé el criterio dado
por Muzzio et al. (2005), donde se denominaron érbitas regulares a aquéllas con
valores nulos de los exponentes uno y dos de Lyapunov -de ahora en mas L1 y
L2 respectivamente- (1644 6rbitas), parcialmente cadticas a aquéllas con el L1
claramente positivo y el L2 igual a cero (308), y cadticas a las que tuvieran el
L1 y el L2 claramente positivos (1520), donde por cero se entiende un valor, Ve,
obtenido a partir de integraciones durante intervalos de 10000 u.t. (unidades de
tiempo), en nuestro caso, V¢ = InT/T =~ 0,00092 (u.t.)~!. Muzzio et al. (2005)
adoptaron un valor empirico ligeramente superior, Ve = 0,00155 (u.t.)™!, y és-
te es el valor que consideraremos al efecto de respetar la clasificacién por ellos
realizada.

El calculo del MEGNO se efectud para distintos tiempos finales: cortos (1500 y
3000 u.t.), intermedio (5000 u.t.) y largo (10000 u.t.), aunque aqui sélo expon-
dremos los resultados obtenidos para tiempos largos. Cabe destacar que existié
un alto nivel de coincidencia en las clasificaciones dadas por ambos indicadores
ya a tiempos cortos, y mencionar que la precision en la conservacion de la energia
fue de ~ 10! en todos los casos.

2.1. Sobre el tiempo final de integracion de 10000 u.t.

Ubicando las 3472 orbitas en un histograma segin los respectivos valores del
MEGNO para un tiempo de integracion de 10000 u.t., se concluye que la con-
cordancia entre la clasificacién dada por este indicador y la resultante de los
LCNs es practicamente total. En efecto, el MEGNO ubica a todas las érbitas
cadticas dentro de los intervalos de irregularidad (i.e. [2,01;10000). Para las 6r-
bitas regulares se tiene un 92 % de concordancia (1513 pertenecen al intervalo
[0,1;2,01). Las érbitas parcialmente cadticas muestran un comportamiento més
parecido al de las cadticas que al de las regulares, aunque claramente se obser-
va su maximo en el intervalo [10;100); para las 6rbitas cadticas, el maximo se
encuentra en el intervalo [100;1000).

La correlacién entre los valores del MEGNO y los LCNs para las 3472 érbitas
se muestra en las Figs. 1. Al respecto, cabe destacar que: se distinguen diferen-
tes niveles de estabilidad de érbitas regulares debido a desviaciones del valor de
regularidad establecido para el MEGNO (~ 2) [Cincotta & Simé (2000)]; los
valores del MEGNO para las érbitas cadticas crecieron abruptamente respecto
de los correspondientes a tiempos finales menores; las 308 6rbitas parcialmente
cadticas pertenecen al intervalo [2,01;10.000), indicando un comportamiento de
tipo irregular para las mismas, hecho que se explica por el caracter escalar del
MEGNO que resulta equivalente al maximo exponente de Lyapunov, atin cuan-
do, tal como se especifica en Muzzio et al. (2005), no existirfa tal parentesco:
la distribucién espacial de esta clase orbital es muy distinta a la de las érbitas
cadticas, no asi a la de las regulares. De todas maneras el MEGNO puede de-
finirse también en tres direcciones, y de esta forma podrian distinguirse érbitas
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Figura 1. MEGNO Vs. Ap, donde Api=L1-Vc 'y Ap2=L2-Ve¢, con Ve =
0,00155 (u.t.)~! dado por Muzzio et al. (2005).

cadticas de parcialmente cadticas. Ademés, en un sistema no lineal no integra-
ble, en resonancias aisladas, la separatriz se transforma en una capa estocastica
y por tanto una érbita atrapada en ella tendra la posibilidad de difundir en
una direccién transversal a la misma. Como la capa estocdstica tiene un ancho
finito, esta difusion estd acotada. Por ello seria esperable que, una érbita que se
encuentra atrapada en una capa estocastica de una determinada resonancia se

comporte en forma similar a las regulares que estan dentro de ella (ver Cincotta
(2002).

2.2. Sobre las 6rbitas MVM

Analizaremos un conjunto particular de las 3472 drbitas estudiadas: aquéllas
clasificadas como regulares por Muzzio et al. (2005), para las cuales sin embargo
el MEGNO revel6 un comportamiento de tipo caético. A fin de determinar feha-
cientemente la naturaleza de su comportamiento, para aquéllas con los mayores
valores del MEGNO (érbitas M VM) se calculé la evolucién del (6(t)) definido
por (§(t)) = %fg §(t)dt, donde & = ||8]|, con & solucién de las ecuaciones va-
riacionales, lo cual nos brindaria una correcta interpretacién sobre el tipo de
movimiento que puedan desarrollar. En la Fig. 2(a), presentamos la evolucién
secular del (6(¢)) de las érbitas mencionadas y en la Fig. 2(b) presentamos la
evolucién del MEGNO para las mismas orbitas. Este valor medio subestima el
valor del 6(¢) en el caso de crecimiento exponencial en un factor ¢~

Como se ve en la ampliacién de la Fig. 2(a), tenemos una evolucién de tipo
lineal del (4(t)) para tiempos cortos, pero a medida que el tiempo aumenta
(grafico completo), la evolucién se torna exponencial. Por tanto, la solucién de
las ecuaciones variacionales revela la naturaleza cadtica de estas orbitas. En la
Fig. 2(b) presentamos la evolucién del MEGNO para estas mismas érbitas M VM.
A tiempos cortos (ver ampliacién) las 6rbitas parecen ser regulares, pero para
tiempos largos el indicador confirma su irregularidad.

Esta deficiencia en la clasificacién realizada por Muzzio et al. (2005) utilizando
los LCNs se debe a la necesidad de establecer un valor de corte, que los autores
fijan en forma empirica como Ve = 0,00155 (u.t.)~1.



50 N. P. Maffione, C. M. Giordano & P. M. Cincotta

1le+06

100000 +

10000 -

1000

100

<d>

10 1000

MEGNO
IS
=)
o

1L

0.1

0.01

0.001

le-04g 2000 000 . 5000 8000 w00 0 2000 2000 . 6000 8000 10000

(a) Evolucién temporal del (§(¢)), en escala lo- (b) Evolucién temporal del MEGNO
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Figura 2.  Evolucién temporal del (6(t)) y del MEGNO. Cada figura cuenta
con una ampliacién que se extiende hasta las 1500 u.t.

3. Conclusiones

FEn los experimentos realizados el MEGNO logré clasificar correctamente como
caoticas las 6rbitas M VM. Para las orbitas cadticas que caen dentro de la pequena
regién que comprende al valor critico, el MEGNO acusé diferencias entre ellas en
cuanto a la medida de hiperbolicidad, gracias a la gran dispersion en los valores
obtenidos para el MEGNO. Respecto a las orbitas parcialmente cadticas, la
clasificacién del MEGNO las liga a una naturaleza irregular. Senalamos ademsds,
que los tiempos de computo requeridos para el calculo del MEGNO fueron del
orden de un dia, extremadamente inferiores a los necesarios para el cédlculo de
los LCNBs.

Luego, el MEGNO respondié eficientemente como un indicador rapido de la di-
namica global en un potencial que modela en forma realista una galaxia eliptica.
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