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Abstract—Los coeficientes de curvatura permiten predecir la
cantidad de ciclos limites que se desprenden de un punto de
equilibrio en una bifurcaciéon de Hopf en sistemas dindmicos no
lineales. Sin embargo, los mismos tienen expresiones sumamente
complicadas. En este articulo se presenta una formula mejorada
para el calculo del segundo coeficiente de curvatura, con respecto
a resultados anteriores, utilizando una metodologia en el dominio
frecuencia. Dicho coeficiente permite tipificar una bifurcacion de
Hopf degenerada, en la cual el primer coeficiente de curvatura
es nulo. Con esta nueva formulacién, se estudian dos ejemplos
conocidos en la literatura, para los cuales la expresion del
segundo coeficiente de curvatura ya ha sido obtenida previamente
utilizando otras técnicas. En forma adicional, los desarrollos
presentados también permiten obtener los denominados coefi-
cientes periddicos, que indican la variacion en la frecuencia de
la oscilacion que se genera a partir de la bifurcacion de Hopf. El
calculo del primero de dichos coeficientes se ilustra en un tercer
ejemplo.

Index Terms—Sistemas dinamicos no lineales, ciclos limites,
coeficientes de curvatura, coeficientes periodicos, bifurcacion de
Hopf.

I. INTRODUCCION

La aparicién de oscilaciones en sistemas de control con
no linealidades suaves se ha estudiado extensamente a partir
de los trabajos [1], [2]. El procedimiento utilizado consiste
en una expansién en series de Taylor de las funciones no
lineales, la aplicacién del método de balance de armdnicos
y el criterio generalizado de estabilidad de Nyquist. Este
método se conoce como el teorema de bifurcacién de Hopf
en el dominio frecuencia. La estabilidad de la oscilacién
emergente puede obtenerse mediante el signo de una expresion
complicada, denominada coeficiente de curvatura. Este coefi-
ciente involucra la contribucién multilineal de las diferentes
componentes vinculadas con los autovectores de los modos
que ocasionan el cambio de estabilidad, esto es, pasar de
foco estable a inestable. Con estas mismas herramientas se
puede calcular la aproximacion (local) de la solucién periddica
([2] y [3] hasta 4 arménicos; [4] hasta 6 armodnicos). Por
ultimo, estas aproximaciones pueden utilizarse para acotar
problemas de control de la amplitud de la oscilacién [5]
o en morigerar la distorsién arménica en osciladores no
lineales [6]. Un problema interesante ocurre cuando el primer
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coeficiente de estabilidad (también conocido como indice de
Bautin) se anula, pues en dicha situacién habria que considerar
una expansién de alto orden con el método de balance de
armonicos [7]. Este problema tiene una larga tradicion tanto
en matematica pura como en aplicada, y se lo conoce como el
problema 16 de Hilbert (enunciado en 1900). Una excelente re-
visién con las férmulas de diferentes coeficientes sucesivos fue
presentada en [8] mediante el método de Lyapunov-Schmidt.
En el presente articulo se perfecciona la expansidon propuesta
en [2] y [3] para avanzar en el calculo del segundo coeficiente
de estabilidad de Bautin. En este caso, a las aproximaciones
dadas en [9] se les incluye una variacién en frecuencia de
los autovectores. Esta nueva aproximacién se computard en
ejemplos muy estudiados en la literatura especifica, como
los dados en [10]-[14]. Como subproducto de esta expansion
también se analizard la variacién de la frecuencia que tiene
incidencia en el denominado fendmeno de isocronismo, pero
en este caso utilizando la formulacién dada por la teorfa
de control. Esta temdtica de los coeficientes de curvatura
ha tenido un resurgimiento en los tultimos afios debido al
descubrimiento de los atractores ocultos cuyo origen puede
trazarse en oscilaciones inestables y sus interacciones [15].

II. COEFICIENTES DE ESTABILIDAD EN LA EXPANSION DE
4 ARMONICOS

La metodologia en frecuencia parte de representar un sis-
tema no lineal dado, en forma de lazo realimentado, que consta
de una parte lineal con funcién de transferencia G(s) con
una realimentacién no lineal [2], [9], como se observa en la
Fig. 1. Se considera un sistema auténomo, por lo tanto la
entrada externa (que puede representar una referencia o una
perturbacién) es nula. El objetivo es capturar la presencia de
una oscilacién suave, de una frecuencia @ dada, causada por
una bifurcacién de Hopf. Dicha deteccién comienza represen-
tando la solucién oscilatoria que se intenta hallar en serie de
Fourier, y planteando un balance de armoénicos en la entrada
y la salida del bloque lineal de la Fig. 1. La bifurcacion
de Hopf esta causada por el cruce de un par de autovalores
complejos conjugados de la linealizacion del sistema alrededor
de un punto de equilibrio, a través del eje imaginario, al
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Fig. 1. Estructura del sistema realimentado

variar un Unico pardmetro. Para valores del pardmetro cercanos
al valor de bifurcacién, dichos autovalores son de la forma
s = a +iw, con |® —w| < 1. En términos mds simples,
si en un punto de equilibrio aparece una bifurcacién de Hopf,
emergerd una solucién periédica. Cuando se estd “cerca” de la
bifurcacion, la frecuencia de dicha oscilacion es muy cercana a
la frecuencia de cruce (la parte imaginaria) de los autovalores
de la linealizacion. Entonces, G admite una representacion de
Taylor alrededor de iw, de la forma

G(id) = G(s)+(—a+idw)G’ (s)+ 1 (—a+idw)*G" (s)+. . . ,
(D
donde 6w = & — w, G'(s) = dG/ds, G"(s) = d*G/ds?, y
en forma analoga para las derivadas de 6rdenes superiores.
La férmula basica de balance de armoénicos, que relaciona
las componentes frecuenciales en la entrada y la salida del
subsistema lineal de la Fig. 1, estd dada por

E* = —G(iwk)F*,

donde E* y F* son los coeficientes de Fourier de la solucién
periédica é(t) y de f(é(t)), respectivamente. La ecuacién
anterior debe resolverse para k = 0,1, 2,..., dependiendo de
la cantidad de términos que se considere. Se necesita hallar
los coeficientes E* y la frecuencia & para poder reconstruir
la solucién. Los coeficientes F* pueden escribirse en funcién
de los E* utilizando una expansién de Taylor de f alrededor
del equilibrio. En este punto se utiliza una de las ideas mas
importantes del método en frecuencia, que consiste en expresar
todos los arménicos E* en funcién de un tdnico parametro 6,
que es una medida de la amplitud de la 6rbita. Luego de un
cierto procedimiento algebraico que puede verse en [2], [9],
finalmente se arriba a:

q q
[G@)T+I] Y V107 = —G(i) > Wi 95416711,

j=0

2)
donde J representa la matriz Jacobiana de la realimentacién
no lineal evaluada en el equilibrio y las expresiones de Vi 2441
son los coeficientes lideres de los arménicos y Wi o441 = Py ,
q=1,2,..., son los términos que se agrupan en la expansién
en serie de Taylor y se conocen en forma explicita [2],
[9]. En particular, V77 es el autovector derecho de la matriz
G(s)J asociado al autovalor —1. Cabe mencionar que en la
bifurcacion, un autovalor de la matriz G(s)J asume el valor
—1 para cierto s = iwy, de acuerdo al criterio generalizado de
estabilidad de Nyquist [2].

Jj=1

Reemplazando (1) en (2) y definiendo z := o — idw, se
obtiene lo siguiente
[GJ —2G'J + %ZQG”J +...+ I] (V116 — 2V{,0 + V1363
+V1595 +... = ZV1/393 — le’595 — .. )
= — [G —2G" + ... } [W1303 + W1595 - ZW{303
— W00+ ... ],
3)
donde se ha omitido el argumento s en G y sus derivadas
por simplicidad. Sea u ' el autovector izquierdo de G(s).J
asociado al autovalor —1, el cual depende de la variable s,
y también admite la expansion u' — zu/T 4+ 3277 + ...
Multiplicando ambos miembros de (3) a izquierda por la
expansion anterior, se obtiene
—u' G IV +uT G IV 0 —uT G J2Vy36°
+iuTG" T2V 0 + W T G2V, 60 — u' T GIZVi56°
+u' T22V]0 — ' T 2Vi3603 +u' TG J22 V110
= —UTGW1303 + ’LLTGZW{ggg - ’LLTGW1595
+’LLTG/ZW1393 + U/TGZW1393 + ...
“)
Dado que 6 es pequefio pues la bifurcacion de Hopf es un

fenémeno local, se puede obtener una primera aproximacion
de z en funcién de 6 como sigue:

T 2
. u GW139 2
z=a— 0w = ———""— =76°.
UTG/JVU m
Por definicién, o1 = —Re(y1) es el primer coeficiente de

curvatura, siendo Re(+) la parte real de una cantidad compleja.
El mismo permite tipificar si una bifurcaciéon de Hopf es
supercritica (si o1 < 0) o subcritica (si o1 > 0), es decir que
brinda informacion acerca de la direccién y estabilidad del
ciclo limite que emerge. Por otra parte, 5; = Im(~;), donde
Im significa tomar la parte imaginaria de dicho nimero, se
denomina primer coeficiente periddico, y permite conocer la
variacién de la frecuencia de la oscilacién, para valores del
pardmetro cercanos al de bifurcacion.

Si se da la condicién o1 = 0, entonces, para decidir la natu-
raleza de la bifurcacion, es necesario acudir a la informacion
de los términos de orden 6° en (4). Reemplazando la expresion
de ~; en (4) y agrupando los coeficientes en potencias de 6°,
se puede escribir

VTG IV —nu G IVis+3yiu G IV +dd TGIVY,
' TGIVis+2u TV =y T Vis+92u' TG TV
=mu GW]3— u' GWis+y1u’ G'Wig+yu' T GWys,

que a su vez, reagrupando segun las potencias de 71, se puede
ordenar como

© =7 {u' [G'IV]) + 3G" V] +u' T [(GT + D)V,
+G IV} — 71 {uT [G'(IVas + W) + G
+u'T [(GJ+ I)Vis + Gng]} +uTGWy5 = 0.

Entonces, se define el segundo coeficiente de curvatura como
una aproximacién mejorada ya que incluye la variacién en
frecuencia de los autovectores, como

oy = —Re (®/7), ni=u' G'JVi. (5)



Noétese que si y; = 0 entonces la expresion anterior se reduce
a 03]y,—0 = —Re(u’ GWi5/n). Por otra parte, los célculos
anteriores se reducen notablemente cuando los autovectores de
GJ no dependen de s (u'T = V{; = 0), resultando en

—Re {i [373G" IVi1 — G (JVig + Wis)

02 = p
—NnGWis + GWisl},

(6)

que coincide con los resultados presentados en [9]. El signo de

o9 indica el tipo de bifurcacién de Hopf, ya sea supercritica

(02 < 0) o subcritica (o2 > 0) bajo la condicién o; = 0.
II1. EJEMPLOS
A. Sistema de Gasull y colaboradores

En primer lugar, se considera el sistema propuesto en [10],
dado por
{5 -
y =

siendo a,b,d,g y h pardmetros reales. Para su andlisis uti-
lizando el método en frecuencia (véase [1], [9]), se elige la
realizacién

—y + ax? + ba3,

x + dx? + gz + hat, @

-1 -1 1 0
[k 2] ea ) e
9 3
Fle) = —e + ae? — be?
| —ie+de® —ged +het |7
donde, de acuerdo a la eleccion de C, resulta e = —z.

Definiendo el vector X := [z y]"
como el sistema realimentado

{X = AX+ Bf(e),
e =

, (8) se puede representar

~CX. 2

Es sencillo verificar que las matrices Wo = [B AB]y Wp =
[ oA } tienen rango completo, por lo cual la realizacién
escogida hace que (9) sea un sistema controlable y observable.
Ademads, aplicando la transformada de Laplace en (9) se llega
a un sistema lineal, dado por una funcién de transferencia
G(s) con una realimentacion no lineal f, donde
1
s2+s+1/2
y de esta forma se consigue la estructura que se muestra
en la Fig. 1. Los puntos de equilibrio verifican la ecuacién
G(0)f(e) = —e, de donde se deduce que un punto de
equilibrio es € = 0, y los otros (posibles) son las soluciones
de la ecuacion 1 — de + ge? — he® = 0. En lo que sigue, se
analizard la dindmica emergente alrededor de € = 0. Para ello,
se comienza calculando la matriz Jacobiana de f alrededor de
dicho equilibrio, es decir,
-[ ]
e=0 -1/2

- 14

La estabilidad del equilibrio estd determinada por los autova-
lores de la matriz G(s)J, pero como la misma resulta escalar,
sblo es necesario considerar la funcidn caracteristica

A(s) = G(s)J = —sm.

G(s)=C(sI — A)™'B = [s —1],

(10)

Como se mencioné en la Seccién 11, en la bifurcacién de Hopf
aparecen dos autovalores complejos conjugados sobre el eje
imaginario, en la linealizacién de (8) alrededor del equilibrio.
En la formulacién como sistema realimentado, esta situacion
se traduce a A(iwg) = —1, que para el caso particular de (10)
resulta en la solucién wy = 1. Nétese que esta solucién es
independiente de los pardmetros del sistema, es decir, que
el sistema (8) se halla en un punto de bifurcacién de Hopf,
para cualquier combinacién de pardmetros. Esto se debe a que
la variacién de dichos parametros, no modifica los términos
lineales en (8). Por otra parte, la funcién de transferencia de
lazo cerrado se define como
H(s)=[1+G(s)J] ' G(s) = A s —1].
Como la matriz G(s)J es escalar, sus autovectores derecho
e izquierdo son V33 = 1y u = 1, respectivamente. Por lo
tanto, las operaciones de multiplicacién con tensores de mas
abajo se ven muy simplificadas. Ademas el vector V13 es nulo.
Las derivadas de alto orden de f resultan
-]
e=0 | —6g |’

=0 BZ}’D?’ = {%}

_ 0
=0 | 24h |~

Por otra parte, se obtienen los vectores que representan las
componentes de continua y el segundo arménico como

Voo = _%H(O)D2V11V11 = %,
Voo = —31H(2i)DoVi1Viy = ¢(—d + 2ai),

donde (+) denota el complejo conjugado. Con esto, y teniendo
en cuenta la expresion p; := Wiz = DQ(%Vll‘/QQ—F‘/ll‘/OQ)—'—
éDgVHVlQl, se obtienen

G(i)pr i (99 — 4a® — 104 + (6ad — 9b)i] ,
n o= uG()JVi = _(_12/%2_)2’
y luego
TG(i 1
M= “n@)pl = —5; (90— 6ad + (99 — 4a® — 10d%)i] .

1D
El primer coeficiente de Lyapunov o primer coeficiente de
curvatura, cuyo signo determina la estabilidad del ciclo limite
que nace de la bifurcacién de Hopf, estd dado por o1 :=
—Re(71) = 1(3b — 2ad). Por lo tanto, si se verifica que
2ad = 3b, el mismo se anula y la informacion dada por oy
no es suficiente para conocer la estabilidad de dicho ciclo.
Es importante notar que la parte imaginaria de 7y, que se
conoce como el coeficiente peridédico 31, se anula bajo la
condicién 9¢g = 4a®+10d2. Si o1 = 0, es necesario calcular el
segundo coeficiente de curvatura para tipificar la bifurcacién
de Hopf. Para ello, se calculan en primer lugar los vectores



cuyas expresiones pueden verse en [9] (que resultan escalares
en este caso):

Vas = g5 [2d* + 39 — 12a® — (10ad + 9b)i] ,
Voo = =5(19d% + 4a®d — 45dg + 27h),
Vos = 55 [114ab — 32a%d + 14d® + 45dg — 48h
+(54ag — 24a® — 50ad® — 87bd)i] .
Reemplazando estos valores en la siguiente expresion
p2 1= Wis = 22 (2V11 Vou+2Vee Vig + Vo Vas+ V11 Vay
+V13Vos) + B2(AVi1 VG + VAV s + v?1‘/33
+4V 11 Vo2 Vao +2V11 Vas Vg +2V11 V11 Vi)
+ DL (VB Vo +6VRV 11 Voo +3Vi Vi, Vao) + 2 VAT,
se obtiene
G(i)p2 = Tisa17arsy [48a* — 660d* + 204a%d® — 120a%g
+396abd + 1908d%g — 2016dh — 81b + 274>
+(848ad? + 32a3d — 984adg + 288ah

+336a%b — 312bd? — 108bg)z’] .
(12)
Notese que como el autovector Vi1 es constante (no depende
. . d
de la variable compleja s), resulta py 1= Wi = Pt |s=iw, =
DQ(%Vll‘/QIQ + Vll‘/OIQ), donde

Vi, = —1H'(2))DyVE = —5(5a + 4di),

Vi, = —3H'(0)D2Vi1 Vi1 = -5,

con lo cual finalmente se obtiene p| = 7%8(23(1 +
4di)[a d]" . Utilizando esta expresién en conjunto con (11)-
(12) y teniendo en cuenta que p; = Wis y po = Wis, es posi-
ble evaluar el segundo coeficiente de curvatura dado por (6).
Reemplazando todas las cantidades obtenidas anteriormente,
el mismo resulta

L5 {4a®d+8ad® +16adg+6a”b+18bd”> —24ah+9bg } .

02 = 193

Bajo la condicién o1 = 0 (2ad = 3b), la expresion anterior se
reduce a
_ a 2 2
02 = g5 {d(4a +10d*) + 11dg — 12h} ,

y utilizando también la condicién Im(y;) = 0 <= 4a® +
10d? = 9g, finalmente se obtiene oy = 57 15dg — 3h} , donde
Im(-) denota la parte imaginaria. Suponiendo que a # 0,
la condiciéon para que se anule el segundo coeficiente de
curvatura es bdg — 3h = 0, idéntico resultado al presentado
en [10].

B. Sistema de Kukles

Se estudia la ecuacién propuesta en [12], dada por:
Y,

j; p—

= z+eh(z,y),
donde z,y € R son las variables de estado, ¢,g;; € R son
pardmetros del sistema y h = h(x,y) estd definida como

h(z,y) = (% + ¥*) (=1 + quo® + qo1y + q202> + qo2y?

+q307> + QO3y3)
(14)

13)

El modelo (13) se puede expresar en forma de sistema reali-
mentado eligiendo las matrices

0 -1 0 10
=l 3 )oe=[i]e=[o )
y la funcién no lineal

1
fler,e2) = —561 —eg + eh(—ey, —e3),

donde e = (e;,e2) = —(z,y). La realizaciéon escogida
asegura que el sistema realimentado sea controlable, dado que
det [B AB] # 0. Se calcula la funcién de transferencia para
la rama directa como

1 1 -1
G(s)=C(sI-A)"'B= Zrst12 [ 5 }

Los puntos de equilibrio del sistema realimentado satisfacen la
ecuaciéon G(0)f(e) = —e, y resolviendo la misma, se puede
verificar que e = 0 es uno de dichos puntos. En lo que sigue,
se analizard la dindmica alrededor de este punto. Para ello, se
comienza calculando la matriz Jacobiana alrededor del mismo,
dada por

_ Y

de|._o

J =[-1/2 —-1].
La ecuacion caracteristica del sistema en el dominio de la
frecuencia estd dada por

SN (s—1/2)N

de modo que sus soluciones en la variable A son \; =0y

—s5+1/2

Ay = .
2T 24 s5+1)2

15)
El tnico autovalor que resulta relevante es Ao, pues es el tnico
que puede satisfacer la condicién de bifurcacién de Hopf,
es decir, A\y(iw) = —1. Reemplazando s = iw en (15) y
planteando dicha condicién, resulta que la solucion es wy = 1.
En la bifurcacién, la componente de frecuencia fundamen-
tal de la solucién periddica es muy cercana al autovector
derecho de la matriz G(s)J (véase [1]). En este ejemplo
se plantea G(s)JVi1 = A2(s)Vi1, y la solucién general
es Vii(s) = [1—s|'. Considerando la frecuencia critica
w = wo = 1 y ademds normalizando dicho autovector, se elige
Vii = % [1-— i]T. Para calcular los vectores que representan
las componentes de continua y el segundo arménico, se debe
hallar en primer lugar la funcién de transferencia de lazo
cerrado, dada por
5

H(s) =[] + G(s)J] " G(s) = ﬁ { -1 } .

Entonces, se pueden calcular los componentes a través del

célculo tensorial (®) de los autovectores y vectores asociados
-1

‘/()2 = 0 :| )

Voo =

—1H(0)(D?*g)Vi1 @ V11 = 3e€ [
—1H(i2w)(D?g)Vi1 @ Vi1 =0,



y con los vectores anteriores, se puede obtener

62

€ .
— + —=(— + 7).
\@ 2\/5( q10 QOl)

Con las expresiones anteriores, y ademds calculando el au-

1= Wiz =

tovector izquierdo de G(s).J, dado por u' = [1 2], se puede
obtener el coeficiente
T 2
u' G(iw)py 1 (e €
= — = —— — = — 16
4t UTG’(Z'W)JVH 46%1 +1 2 46110 ; ( )

cuya parte real es, por definiciéon, el primer coeficiente de
curvatura oy = —Re(v1) = ieqm. Por lo tanto, si € # 0 y
qo1 # 0, la bifurcacion de Hopf puede tipificarse a través del
signo de o;. En caso contrario, el origen serd un centro, y
se necesitard informacién basada en términos de mayor orden
para decidir el tipo de bifurcacion.

En lo que sigue, se computan los coeficientes involucrados
en el balance armdnico de cuarto orden, que permiten calcular
el segundo coeficiente de curvatura. Los mismos estin dados
por

1
Vou = g [—€+26%q10 + 5(g20 + qo2)] {0}
1
Vou = 1 (q107q012)+§(h0*q02 {22]
o - 3]

Utilizando los coeficientes anteriores, se obtiene

po = Wi = 16i/§ [863 — 24€%q10 — 16€q20 — 8€qo2
+3(—g30 + qo3i)] -

El denominado segundo coeficiente de curvatura estd dado
por (5). Nétese que, para el ejemplo estudiado, se tiene

—1/\@}7

por lo tanto sélo es necesario calcular los siguientes términos

T= 0, V=0

ul GW{5 = \% [ei + %(qu — qloi)] ,
TG/Wm —g( - i)WL‘S
WGV = 22
uT GV = 22,

Por otra parte, llamando « := Re(y1) y 8 := Im(v1) en (16),
se verifican las relaciones

Wis = V2(8 — ai), 5 (=3a + Bi).

Continuando con los célculos para obtener o dado por (5),
se tiene

%u (G'Wi3+GW3)= 2\}5171

I

[—16ai+165+Ta—1341]
(17a)

%G”JVH) _ 72 (6+321) (17b)

5v/2n
Finalmente, reemplazando la suma de los términos (17a)
y (17b) en (5) y dado que 1 = —4i/+/2, se obtiene

3e

39 qo3-

Vl u' (G' IV, +

g9 =

Para ilustrar los resultados obtenidos, es conveniente consid-
erar una pequefia perturbacién del sistema (13), de modo tal
que la parte real de los autovalores de la linealizacién no sea
exactamente cero, para poder observar la oscilaciéon causada
por la bifurcacién de Hopf. Para ello, sea el sistema perturbado

{32

donde h estd dada por (14) y se tomard un valor pequeflo
de a. Como ejemplo particular, se puede considerar o; > 0
y o2 < 0. Para ello, se fijan los siguientes valores de los
pardmetros: a = —0.1, ¢ = 0.5, gqio = 1, go1 = 0.5,
g20 = 0, go2 = 0, 30 = 0 y go3 = —0.1. La Fig. 2 muestra
simulaciones numéricas del sistema (18) con este conjunto de
pardmetros y tres condiciones iniciales diferentes: (xg,yo) =
(1.2,0.01) (trazo azul), (xo,y0) = (1.3,0.01) (trazo verde)
y (zo,y0) = (—1.1,0.01) (trazo amarillo). Puede deducirse
que existe un ciclo limite inestable rodeando al equilibrio, y
uno estable de mayor amplitud rodeando al primero (hacia
el cual convergen las trayectorias verde y amarilla). Ademas
debe notarse que estas oscilaciones coexisten con el punto
de equilibrio cuando el mismo es estable. Un punto de gran

ar —Yy,

x4 ay + eh(z,y), (18)

Fig. 2. Algunas trayectorias en el plano de fase con o1 > 0y o2 < 0, con
el punto de equilibrio estable.

importancia para un sistema en un entorno de una bifurcacion
de Hopf donde se anula el primer coeficiente de curvatura,
es que el escenario dindmico puede cambiar drdsticamente
ante pequefias variaciones de los pardmetros. Por ejemplo, en
la Fig. 3 se muestran simulaciones numéricas, donde se han
considerado los mismos valores de los pardmetros que en la
Fig. 2, a excepcién de g1, que ahora se considera nulo. Con
diferentes condiciones iniciales, puede verse que para a < 0
ya no existen ciclos limites, y el Unico atractor es el punto de
equilibrio. Por el contrario, para a > 0, vuelve a observarse
el ciclo estable, que tiene una amplitud considerable a pesar
de que el valor de a es relativamente pequefio.

C. Sistema de Kukles reducido

Se analizard el sistema propuesto en [13], el cual resulta
un caso con una no linealidad mds simple, con respecto al



)

Fig. 3. Algunas trayectorias en el plano de fase con 01 =0y o2 < 0, para
(@a=-01y(b)a=0.1.

ejemplo de la seccion anterior. EI mismo estd dado por:
T = Y,

y= x4+ a1x2 + a2xy + a3y2 + a4x3 + a59:2y + agzyQ,

19)

donde x,y € R son las variables de estado y a; € R son

parametros del sistema. El modelo (19) se puede expresar en
forma de sistema realimentado eligiendo las matrices

A=l a]oe=[0] =0 0]
y la funcién no lineal
fle)= —%el — ey + ar€? + azeres + azes — aqed
—azeles — ageres,
donde e = (e, e3) = —(z,y). La funcién transferencia G(s)

resulta idéntica que en el ejemplo anterior, y nuevamente e = 0
es un punto de equilibrio del sistema. En lo que sigue, se
analizard la dindmica alrededor de este punto. Como también
la matriz Jacobiano coincide con la del dltimo ejemplo, resulta
en la funcién caracteristica (15) y por lo tanto la misma
solucién de Hopf, es decir, wy = 1.

Tenemos, ademds, V;; = % 1- i]T y

1 1 -1
Entonces, se pueden obtener los vectores
I/ aita: 1
Voo = $H(0)(D?g)Viy @ Vg = 1% { 0 } )
. a1—as—ast -1
Vag = $H (i2w)(D?g)Viy ® Viy = =gg=aat [ 9 } ;

y con ellos, calcular

p1 = Wiz = ﬁ [(—4&1 + 2a91 — 8&3)(&1 —as — agi)

+(24a; — 12azi)(a; + ag) — 18a4 — 6ag + 6asi] .
Con las expresiones anteriores, se puede obtener ; =
u! G(iw)py /u' G'(iw)JViy = o1 + if; donde el primer
coeficiente de curvatura es

01 as(ay + az) — as|,

y el primer coeficiente periddico resulta

B1 = 2(a3 + 10a} + 10aia3 + 4a3 — a4 — 3ag).

Estos resultados coinciden con el presentado en [13] para
el coeficiente periddico y adaptidndolo convenientemente a la
notacién dada en [14] al coeficiente de curvatura.

IV. CONCLUSIONES

En el presente articulo se mostré el desarrollo de un
cémputo mds preciso y general del segundo coeficiente de es-
tabilidad para la bifurcacién de Hopf, mejorando las férmulas
conocidas, que emplean la metodologia en el dominio fre-
cuencia. Como un resultado adicional se calculé el primer
coeficiente periddico, vinculdndolo con una larga tradicién
en matematica del problema de isocronismo. En los ejem-
plos estudiados se calcularon todos los vectores auxiliares
con dicha metodologia, verificando los resultados de otros
autores independientes. Los resultados obtenidos dan lugar a
distintas aplicaciones, como la deteccién de configuraciones
de multiples 6rbitas periddicas y de la variabilidad o no del
periodo de la oscilacion.
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